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رقم الإيداع ۱۳۲/۸۵۰۵ 
ردمك :1 - ۵۵-۸۸۰ ٩۷۸-۹۹۲۰‏ 


حکمت هذا الکتاب tL‏ متخصصة. شکلها ا مجلس العلمی بالجامعة» وقد وافق الجلس 


علی نشره - بعد اطلاعه على تقاریر احکمین- في اجتماعه الخامس عشر للعام الدراسي 
۱ هھ العقود في تاريخ ۱2۳۲/۵/۱۳ ه الوافق ۱۷ /5 /۲۰۱۱م. 


یعتذر النشر العلمي عن عدم وضوح الاشکال هذا الکتاب لورودها من الترجم 


pl‏ العلمي والطابع ا ۱ نت 


محتوي مكتبتنا dy pall‏ على عدد قليل من الكتب العلمية الترجمة من لغات أخرى مقارنة مع 
معظم مکتبات الدول الأجنبية. ومع ازدياد الکتب العلمية المطبوعة عالميا تزداد حاجتتا 
للترجمة حيث إن الترجمة هي أحد الروافد الرئيسة في إثراء المكتبة العربية. 

إن للترجمة العديد من المكاسب فهي من ناحية تتیح للقارئ العربي الاطلاع 
على ماتوصل إليه العلم من اكتشافات وتقنیات» ومن ناحية أخرى فهي تسهل على 
طالب العلم تتبع المادة العلمية خاصة إذا كانت مكتوبة بلغته الام. 

قمت أثناء الترجمة لبذا الکتاب بتصحيح الأخطاء المطبعية التي استطعت 
اكتشافها في النسخة الإنجليزية» كما قمت في بعض الأحيان باعادة صياغة خطوات 
حل بعض المسائل ليسهل على القارئ فهمها دون الا خلال بالنص الأصلي. 

بالنسبة للمصطلحات العلمية المستخدمة في هذا الكتاب فقد اعتمدت في 
ترجمتها على معجم العلوم الرياضية الصادر عن قسم النشر العلمي والمطابع في 
Saale‏ الاک سعود. 

وقي الختام أرجو أن أكون قد وفقت في ترجمة هذا الکتاب بشكل يجعل من 
هذا العمل فائدة للكيميائيين وغيرهم من المهتمين بالعلوم الرياضية والله من وراء 
القصد. 


المترجم 
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مقدمة محرر السلسلة 
SERIES EDITOR'S FOREWORD‏ 


البدف الرئيس وراء ALS‏ أكسفورد لسلسلة البادی الأولية في الكيمياء هو تقديم مادة 
واضحة ومختصرة للعديد من المفاهيم التي يحتاجها الطالب في قسم الكيمياء من سنته 
الجامعية الأولى إلى سنة تخرجه. تحتوي سلسلة الكيمياء الفيزيائية على كتب تحتوي 
على المادة الأساسية التي يحتاجها جميع الكيميائيين إضافة إلى كتب تعكس الاتجاهات 
الجديدة للأبحاث في الوضوع » ومن ثم فهي تساهم (وربما تشجع) على تطوير 
مقررات الدراسة الجامعية. 
يقدم لنا دیفندر سیفیا وستیف رولینغ آحد کتب البادی الأولية في الکیمیاء 

الفيزيائية ألا وهو آساسیات في العلوم الرياضية . 

يتناول هذا الکتاب و باسلوب سلس تقدیم الفاهیم الأساسية والتطبیقات 
لوضوع یفترض معرفته من قبل جمیع الهتمین بالعلوم. هذا الکتاب مهم لطلاب 
العلوم 55 على pleat SNS!‏ 


ريتشارد کومبان 
مكتبة الكيمياء النظرية والفيزيائية 
جامعة { pin‏ رد 
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„uhai 


PREFACE 
جمیم المنتسبين لكلية العلوم والمهندسين ويمتد هذا‎ Be تلعب الرياضيات دور اساسا نی‎ 
الدور من الأيام الدراسية الأولى إلى الجامعة ومن ثم إلى الحياة العملية. ومهما اختلفت‎ 
الأذواق الشخصية في تناول هذا الموضوع إلا أنه لابد من تعلمه بدرجة معينة من العمق‎ 
في المرحلة الجامعية. هذا الكتاب مسائل محلولة هو جزء من جلدین يلخصان المفاهيم‎ 
الأساسية والنتائج التي تدرس في المرحلة الثانوية ومن ثم يقومان بتوسيع هذه المفاهيم‎ 
والأفكار ليغطيان المادة العلمية التي يحتاجها معظم طلبة مرحلة البكالوريوس. يفترض‎ 
أن يكون القارئ على معرفة بالمفاهيم النظرية للموضوع المقدمة في كتاب البادی الأولية‎ 
للعلوم الرياضية رقم ۷ من السلسلة» ولذا فهو يهدف إلى المساعدة العملية للقارئ‎ 
بتقديم حلول نموذجية وملاحظات إضافية مجال واسع من التمارين.‎ 
نود تقديم الشكر للعدید من الأصدقاء وزملاء العمل الذين أبدوا اهتماما‎ 
خاضا في هذا الشروع وساعدوا في تسریم إقامه وهم جيري مایرز» وجيف بنفولد؛‎ 
وأندرو تايلور. أما البروفسور ريتشارد كومبتن فقد غمرنا بتوجيهاته وتشجيعه خلال‎ 
جميع مراحل المشروع فله الشكر العميق.‎ 
د.س.س - س. ع.ر‎ 
۱۹۹۹ أكسفورد - يناير‎ 
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مقدمة حرر السلسلة 22 2 0000101000002 
n Lg‏ 
الفصل الأول: أساسيات الخبر والحساب .. eee OA EA AER‏ ی | 
الفصل الثاني : المنحنيات والرسوم مسو N‏ فقوو عمسم بج لقا 0 جا و17 Û‏ 
الفصل الثالث : حساب الثلثات ia AEE N‏ 
الفصل الرابع : التفاضل re‏ 1 ذ 1 1 1 occ‏ سوم مهو[ ۳ 
الفصل الخامس : التکامل معو اس هسوسو وم 1 
الفصل السادس : متسلسلة تایلور E L‏ ها 
الفصل السابع : الأعداد المركبة 111 تا ۱۲ 


الفصل الثامن : المتجهات EAEE EE AET a‏ 220708 لا 
الفصل التاسع : المصفوفات q o e EELA Te E EAE EAEE AA Tere Se ee‏ 


a‏ المحتويات 


الفصل العاشر: الاشتقاق الجزئي ...... RNG‏ اغا ما و اه ا 


الفصل الحادي عشر : التکاملات الخطية ree‏ وو سحو سج 
الفصل الثاني عشر : التكاملذة المتعلدة ج 8 ش51 
الفصل الثالث عشر: المعادلات التفاضلية العادية . Ee eee‏ 
الفصل الرابع عشر: المعادلات التفاضلية الجزئية ........... 5 


الفصل الخامس عشر: متسلسلة وتحويلات فورييه erent et‏ 


RROD TERS REF EEG FP GG اله‎ 


0000 000ل ل 


NTT" cerge 


۱ ۱ iso cee 


ITS موجه‎ wins 


ل 1 


1 EE 
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OW) (الفسل‎ 


BASIC ALGEBRA AND ARITHMETIC 


|( 43/2 ب 27/۶ 


]09208( G Fg بچ)‎ 
!092)83( ه)‎ 


ال 
%— واب 41/2x3 — (41/2) = (V4)‏ — 43/2 
|( أو —-4x2=8‏ 4/4 = 4141/2 ۷ 41+1/2 
1 1 1 __ 1 = 27-2/3 
ب) 9 32 )27( 272/3 
V3 6‏ بت 31/2 8 22-2 5 227-2 
د( 3 = (1092)23 = log2(8)‏ 
ھ) log>(8*) = 3log,(8) =3x3=9‏ 


أو 
log2(8*) = 1082])23(3[ = log2(2”) = 9‏ 


١ 
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۲ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


(0) بوضم "ه = ۸ و =a‏ 8 واستخدام تعریف اللوغاریتم آثبت 


: أن‎ 
log(A/B) = log(A) - log(B) و‎ log(AB) = log(A) + log(B) 


log(A’) =Blog(A) و‎ log,(A) = logg(A) x log,(a) 


اخل : 


A= a" EM =log (A)‏ ی N= log(B)‏ & "0= م 
ولك AB = ata" = gM"‏ 
اذن .logg(AB) = lg(a"*%) = M + N =log,(A) + logg(B)‏ 
وبهذا يكون .log(AB) = log(A) + log(B)‏ 
تبقى هذه النتيجة صحيحة للوغاريتمات CY‏ أساس لأننا لم نحدد قيمة معينة 
للأساس . 


. loda 6 = lola ™) = -N = — loa(B) (oò 


ومن ثم بتطبيق النتيجة السابقة على لوغاريتم حاصل ضرب مع > حصل 


: على‎ 
log(A/B) = log(A) - log(B) 
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y این و یات‎ whastal 
AF = (a™)P = لان‎ 
وبهذا يكون:‎ . loga( Af ) = loga(a™?) = MB = log, (A) إذنء‎ 
log(A®) = 6 log(A) 
logp(A) = log,(a") = M log, (a) 


. logp(A) = logg(A) X log, (a) إذذء‎ 


(۱.۳) جد صيغة لحلى معادلة الدرجة الثانية 0 = ع + ×ط + x?‏ 


ال : 


إذا كان #0 a‏ فان : 


20 


الصيغة السابقة صحيحة عندما #0 ©. آما إذا كان 0 = © فإننا نحصل 
على المعادلة الخطية 0 = © + bx‏ ومن ثم على الحل ]6 - = ين 
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3 أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
)1,8( حل المعادلات التالية : 
x? - 52 + 6 < 0 (Í‏ 


3x + 5 - 2-0 (o 


و 0 < 2 + Ay‏ شيو 


x — 5% +6 = (x - 3-27 =0 5= 2, x =3 (| 

3x°+5x—-2= (3x - 1) +2) =0 >x = 1/3, x=-2 نب)‎ 

إذا كان التحليل صعبا فمن الممكن حل المعادلة دائما باستخدام الصيغة العامة 
المقدمة في التمرين AAD‏ 


_ 5 25334 SET, . 12 2 
5 6 "y ee ge ee 
4+ J16—8 V8 V8 
x= او ات‎ 24H 24 V2 ia 


)1,0( ماهي قیم التى تجعل جذور المعادلة 0 = 4 + ×۸ + × حقيقية؟ 


امحل : 
الشرط اللازم للحصول على جذور حقيقية هو 402 < *9. وبهذا یکون 
kł > 6‏ 


آي أن 4 < | |. وهذا pa‏ أن 4- CS‏ أو 4 < AK‏ 


اساسیات ابر واخسات 


3x + 2y = 4 (| 


x-7y=9 


بضرب (Y)‏ بالعدد 3— وجمعها مع المعادلة (۱) نجد أن : 


3x + 2y — (3x — 21y) = 4 — 27 


S3% F 2y FZ 
= 0 

x + 4y — 2 
= 9 

4x — 6y + 3Z 
=3 


(1) 
000 
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1 أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
ومنه فان 23- = 23y‏ وبهذا يكون 1- = -y‏ بالتعويض ف المعادلة (۲) نجد 


() x*+y*=2 


ب) 
x—-2y=1‏ )2( 
بتعويض 1 + 217 = × في المعادلة رقم(۳) نجد أن : 


(2y+1)*+y* - 2 
> 4y? + 2ر + 1 + رر4‎ = 


=> 5Sy* +4y—1=0 
= (5y-1)(y +1) = 0 


1 5 
عندما y = T‏ ترق أن 2/5 +1 دعد. 
وعندما 1- = y‏ نرى أن 2 -1 - ×. 


(y = و1-‎ x = -1( أو‎ ) =1/5 9 #= 7/5) e03 
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)۵( 3x + 2 + 52 < 0 (g 
(1) 2 + روك‎ - 22 < 9 
(Y) 4x — 6y +3z=3 


بضرب المعادلة رقم )1( بالعدد 3- وجمع الناتج مع المعادلة رقم )0( نحصل 
علی : 
7- = 1172 + (10- 
بضرب العادلة رقم CV)‏ بالعدد 4- وجمع الناتج مع العادلة رقم (V)‏ 
pad‏ علی: 
—22y + 117 = —33‏ 


وبل العادلتین الأخیرتین UT‏ نجد آن 1/2 < fy‏ 2- < 2. 


لنفرض أن : 
Sy‏ ابر +( -) + (28- رل +... + a@+(a+d)+ )6 + 2Q)‏ ون 


۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


: بل عندئد‎ =a + )N - 1(4 dle 

)۲( b+ (LAF @ 2: 20 + + (a +2d)+ (a Fd) +a— Sy 
: الآن‎ 

)۱(+)۲( د‎ (atl) + (a+ L) + ... + (a +L) + (a +L) = پر25‎ 


أي أن N(a + L) = [2a + (N - 1)d]‏ = ,ر25. 


AP = [2a + (N — 1)d] وبهذا يكون المجموع هو‎ 


افرط أن ar = Sy‏ ون ok‏ + ین a+‏ ۳۱( 
بضرب العادلة رقم (Y)‏ بالعدد نجد أن : 

3 ar + ar? +... + ar" 7*2 + ۷1 + ar" = rS 
a( ۷ -1( = Sy(r - 1( أن‎ AACE) وبطرح المعادلة رقم (۳) من المعادلة رقم‎ 


afr- 
s AN وبهذا يكون المجموع‎ 


زج 1 


GP 


(NA)‏ بكتابة العدد العشري الدورى 0.121212٠٠“‏ كمجموع متتالبة 


۲ ¢ 4 
هندسية pm Ol cos]‏ = .212۰.۰ ۰0.121 ما هی القيمة الكسرية للعدد 


۰ 0.3181818 ؟ 
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استاسیات اطي و یات 4 
الحل : 
++ 0.000012 + 0.0012 + 0,12 = = 0.12121212 
وهذا جموع متتالية هندسية حدها الأول 0.12 = @ ونسبتها 0.01 = وبهذا 
WRF‏ 


0.12 12 


0.12 + 0.0012 + 0.000012 + ۰.۰ = ۳ = 56 


ونستنتج آن: 4/33 =- 012121212 . 


0.318181818“ = 0.3 + 0.018 + 0.00018 + 0,0000018 + ۰ 

3 0.018 

` 10" 1- 1 

3 18 

= 10 * 990 
33 2 

= 110 * 110 
35 

$40 


ونخلص إلى آن: 7/22 = 0.318181818۰ . 


(۱.۹) فرق الكسور التالية إلى كسور جزئبة : 
= 1 
x2—5x+6 4‏ 


x? 5x +1 


(x—1D2(2x-3) ب)‎ 


11x +1 
(x - 1()× ۶ - 3× - 2( fa 
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٠‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
اخل : 
A B ¢‏ 1 سس e‏ 
(x-3)(x-2) (x-3) (x-2)‏ ۱ 


.A(x—2)+B(x—3)=1 » عندئذ‎ 


بوضع 2= × نجد أن 1- = 8 وبوضع 3 حير قور أن 1 Aas‏ 
1 1 1 


x2-5x+6 (x-3) (x-2) ` wie 


وأيضاء كان من الممكن الحصول على الإجابة مباشرة باستخدام قاعدة التغطية. 
x*-5%+1 A B C‏ 


' (x-1)? (2x-3) 1 (x-1)? = (x-1) ۱ )2-3( ب‎ 


A(2x — 3) + (x —1)[(2x - 3) + C(x - 1([ = x? - 5x + 1 cite 


2 3 000 
بوضع 1 < 2 جد ان 3 = ۸ وبوضع ر x=‏ نجد ان 17- = )). عقارنة 
معاملی 2:۶2 جد آن 1 = € + 28 . وبهذا OS‏ 9 < 8. إذن » 


3 9 17 


x2 - 5x + 1 
(x—1) (2x-3) 


u-i r8 


في هذه المسألة استخدمنا قاعدة التغطية لإيجاد A‏ و C‏ ولکننا احتجنا إلى مقارنة 
معاملات لإيجاد . 


A Bx+C 


ix et 
a E 
(HSN ( 


(x-1)(x*-3x-2) (x—1) 


. A(x? — 3x — 2) + (x — 1()8 + C) = 11x +1 » إذن‎ 


بوضع 1 = × نجد أن 3- = 4 وبوضع 0 = × نجد آن 1 < € - ۸ 2-. 
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أساسيات ابر واحساب \ \ 


B=3 ونری أن‎ A+ 8 < 0 Olas x? عقارنة ساملات‎ 
112+ 1 _ BEHS 3 


(x-1)(x*-3x-2) =~ (x*-3x-2) (x-1) | 


إذن 


هنا وجدنا فقط من قاعدة التغطبة واستخدمنا مقارنه المعاملاات لااد B‏ و C‏ 


(۱.۱۰) احسب كل من امجموعین التالیین: 


oo 1 ۱ 
م سس‎ 
سس زر‎ ١ 
n=1 
J ت‎ bes 
n=0 
: ال‎ 
1 1 1 ع‎ ۱ 
رو ی بان‎ a aay ee 
5 ۱ a a a 
— n(n +1) 2 3 4 5 
t 4 4 4 
2 3 4 5 
=] 


هذا مثال بسيط على استخدام الكسور الجزئية وسنری أيضا كيفية استخدام 
مفهوم الكسور الجزئية في حل بعض مسائل التكامل. 
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1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۶ أن‎ Ge (> 


oOo 


» a BRE) هدوح‎ Aa p-3P/2 4 ar BBP د‎ p-7B/2 4... 


n=0 
a=eB/2 وهذا مجموع متتالية هنك هة غير منتهية حدها الأول‎ 
r= ونستتها اج‎ 


eo B/2 i 
ولذا يكون مجموعها يساوي سم‎ 


لهذا JEM‏ البسيط على إيجاد مجموع متتالية هندسية غير منتهية أهمية خاصة في 
الفيزياء. ففي ميكانيكا الكم » عند حل معادلة شرودنغر خزی في وضع کون توافقي 
(مثل الخحزئ ثنائی الذرة) خجد آن مستويات الطاقة للنظام هى : 


1 
En = (n +5) hv 


too‏ إن ,13ر0 n=‏ و 1 JEGA cul‏ 1 هو التردد الطبيعي 
للذبذبات الذي نحصل عليها من تقوس انبعاث الكمون. تسمی الحالة 0 N=‏ 
حالة الأساس حيث تكون الطاقة عند نقطة الصفر هي = مظ.احتمال أن يكون 
احزئی في مستوى طاقة En‏ يساوي معامل بولتزمان exp(—En/kT)‏ حيث إن k‏ 
ثابت بولتزمان و T‏ درجة اخرارة (مقاسة بميزان كالفن). وجموع هذه الاحتمالات 


g 1 RU o . E.‏ ی 
هو اجموع سابقا حيث إن سر < P‏ ويسمى عادة دالة التجزئ. 
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pO) da) 


المنحنبات والرسوم 


CURVES AND GRAPHS 


)1,1( جد معادلة LEI‏ المستقيم الار بالتقطتین (1,3-) و )3,1( ثم جد نقطة 


الل : 
المعادلة العامة للمستقيم هي © + ×" = Y‏ 


بالتعويض عن كل من (1,3-) و (3,1) ف المعادلة العامة حصل على المعادلتين 


—m+c=3 
3m+c=1 
3 Ly Sp ۱ 
c= 5 m = أن در‎ se وبحل هاتين المعادلتين أنيا‎ 


لإيجاد ikä‏ تقاطع المستقيم × - 5 = 27. مع المستقيم + 1 = 7 نقوم بحل 
العادلتن LT‏ لنجد أن 1 x=‏ و y=2‏ وتكون نقطة التقاطع هي (1,2). 
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٤‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(0) استخدم طريقة إكمال المربع لإيجاد نقطة انقلاب (انعطاف) المنحنى 


1 + × + × = ر ثم أرسم بيانه. 


۱ 1 1 
ةير < بر‎ +x + 1 9 + -gti 


ale;‏ » فان أصغر قيمة للمتفیر ‏ تکون عندما <- = × ونجد من ذلك أن 


i 8 یت‎ see ee 
(557) نقطة النهاية الصغرى هي‎ 


yun ++ 1 


ع اه و مه سا 


)1.1( جد معادلة القطع الکافی المار بالنقاط (0,3)ء (3,0): )5,8( ما هما 


https://maktbah.net 


المنحنيات والرسوم ۵ ۱ 
ان 
العادلة العامة للقطع المكافئ هي : 


y=ax*+bx+c 


بالتعويض عن النقاط )0,3( ۰ )3,0( ۰ )5,8( في المعادلة أعلاه نحصل على نظام 
المعاد لات : 

3 = عم 

9a + 3b + ع‎ =0 

25a+5b+c =8 


وبحل هذا النظام 44 أن 1 = مع سح eb‏ 3= € 
إذن » معادلة القطع المكافئ هي 3 + ×4 - ۶ Y=‏ 


obey‏ جدري المعادلة نضع 0 = y‏ ونقوم بحل المعادلة التربيعية 
x? - 4× + 3 = 0‏ لنجد أن : 
x*—4x+3=(x-3)(x-1)=0‏ 


wag الخذريع الین عا 1 عبر و‎ halls 


(Y£)‏ جد نقاط تقاطع النحنی (1 + >)(1 - )(3 - ) = ل مع محوري 


× و Y‏ ارسم منحنی الدالة التكعيبية ثم جد SLE‏ التي تکون فيه 
الداله مو dim‏ ؟ 


https://maktbah.net 


۳ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


اخل : 


le‏ 0 ع ل أن wel‏ د يدن قات و 


وعتدما 0 < رد آن 3 حدمو اذن: نقاط التقاطع مع محور × هي (1,0-)؛ 
)1,0( )3,0( ونقطة التقاطع مع حور نز هي )0,3( 


من بیان الدالة خد آن 0 y>‏ عندماتکون 1 > |*] آو 3 < عد. 


y~=(z—3)(z—1)(z+1) 


(۵ ۲( ارسم بیان كل من الدالتين 1—e™‏ = رو y=1—e*‏ لقيم X‏ 
1 1 


الوجبة وارسم أيضا بیان الدوال yay y= eT‏ < و بر 


x‏ 1- 2و 


الحل : 
ما أن الدالة الأسية ole”‏ من القيمة 1 عندما 0 < إلى القیمة صفر 
عندما 00 — × فان تج 1 تزداد من نقطة الأصل إلى القيمة التقاربية 1 y=‏ 


عندما تقترب × من اللانهاية. آما الدالة * "2 فهی تتناقص تلعف معدل تناقص 
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*-6 ومن ثم يكون تزاید 67*۶ - 1 أسرع من تزايد 1-e*‏ إلى القيمة y=t‏ 
Oly‏ كل منهما مبين في الشكل آدناه: 


ile 55 a ei —|x| oH ey 
EE 3 = 4 € i استنادا إل | الر اب ؛‎ 
دا إلى الفصل الرابع كل مو و 7 غير قابلة للاشتقاق عند نقطة‎ 
الأصل. ويرجع السبب في ذلك إلى وجود قرنة للدالة الاولی وعدم اتصال الدالة الثانية‎ 
1 5 ع بي‎ 
والدالة 7 فردية‎ y حول حور‎ Puu دالة زوجية ومن ثم بيانها‎ 6 |x] ايضا ؛‎ 


ويكون بيانها متماثل حول نقطة الأصل. بیان كل منهما موضح بالشكل أدناه : 
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۱۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
إن أفضل طريقة ؛ pa‏ کی كبوا الصفم ge‏ اطي 
الباشرة . فلرسم بیان الدالة So T7‏ نرسم Yol‏ القطع Als‏ 1 - × = 7 ثم LÊ‏ 


مقلوب هذا دی ین lag‏ ی الکبری إلى قيم صغری والعکس. OLS‏ 
موضح في الشکل آدناه 


y=1/(z"-1) 


إذا علمت أن القيم الأسية هي المسيطرة لقيم * الكبيرة » ارسم بيان كل 
من الدالتين y=xe™‏ و y=xte™*‏ لكل x20‏ 


اخل : 
بیان کل منهما مين ف الشکل آدناه : 


(Y.Y)‏ جد مركز ونصف قطر الداء 5 التى معادلتها: 


x*+y* - 2× + 4y - 4 = 0 


الحل : 

بإكمال المربع نجد أن : 

x? -2x +y? + 4y =4 < )-1(۶ - 1 + )y + 2(2 - 4 - 4 

3۴ = 9 = 2+ 1۴ بو چ 

وبهذا يكون المركز هو (2-,1) ونصف القطر يساوي 3. 

لاحظ أن طريقة إكمال المربع التي استخدمناها تحول المعادلة الأصلية إلى معادلة 
على الصورة : 

w-ir + سر‎ Ja)” “اح‎ 

ومن ثم يكون مركز الدائرة عند النقطة (Xos Yo)‏ ونصف قطرها يساوي T‏ 
وطريقة أخرى لإيجاد المركز ونصف القطر تكون بملاحظة أن المعادلة العامة للدائرة 
La‏ 


x? + y* + 2gx + 2hy + c = 0 


مركزها هو (۸-,و-) ونصف قطرها يساوي © - ۸2 + 2و . 


CA) |‏ ازسم القطع الناقض 3۳ = 4۶ + x?‏ ثم جد WS‏ من الاختلاف 


المركزي وإحداثيات Os) sl‏ ومعادلة JS‏ من الدليلين. 
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۳۰ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


اخل : 
ایسط معادلة للقطع الناقص هي 
2 2 


$ y 
a2 b? 


حيث إن احورین الرئيس هما حورا × و y‏ بطولین a?‏ و2 على التوالي. 
۳۹ 4 
ولذاء AE‏ معادلة القطع المطلوب هي et‏ 1ح از 


1 


وعلبه فان « 1 w=‏ ود و وبيان القطع مبين في الشكل أدناه : 


العلاقة الس تربط الاختلاف الركزي بالقیمتین وهي b* =a*(1—e7)‏ 
۱ 1 ۱ 1 

وبهذا یکون < = E‏ البؤرتان هما )0 ,ع»±). أي )5,0 +( في هذا SUM‏ الدلیلان 

هما المستقيمان 2 - 2 + د ير 


: ارسم بيان المعادلة‎ e مناسه‎ ES بتحليل المعادلة أو لا أو بای طريقة‎ (Y,4) 


(x? + y*)? — 4x? ع‎ 0 
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المنحنيات والرسوم ۳۱ 
ال 
بالتحلیل کفرق بين مربعین (a? - b? = (a — b) (a + b))‏ نجد أن : 
(x? + y? - 2x)(x* +y? + 2x) = 0‏ 
أي أن 0 = 7*۶ + ×2 - ۶ أو 0 = x? + 2× +y’‏ 
وباکم ال الربم لكل منهمانجد آن 1 = +y?‏ ?)1 دي أو 
1= ر + 1(7 + ) وبهذا فان العادلة الأولى دائرة مركزها )1,0( ونصف 
قطرها 1 والمعادلة الثانية دائرة مركزها (1,0-) ونصف القطر 1 والبيانين هما : 


إذا افترضنا آننا لم نقدم إرشاة التحليل سابقا فان أبسط طريقة لتناول المعادلة 
هي بكتابة : 
(x? + y*)? = 4x?‏ 
ومن ثم أخذ الجذر التربيعي للطرفين لنحصل على : 
Dy‏ 4 = 4 2۳۳ 


وهذا بدوره يؤدى إلى معادلة دائرتين كما في السابق. 
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۳۲ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
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WO) tev) 


حساب المثلثات 


TRIGONOMETRY 


(۳,۱) باستخدام تعريف الراديان ودالة الجيب بين أن 6 © 5/70 عندما 


a ۳‏ کا کت 0 
تکون 0 ومن ثم بين Ol‏ ذلك يودي إلى - - 1 ~ 0 cos‏ 


اخل : 


پالاستعانة بالرسم القدم في الشکل آدناه نجد : 


AG saida ۱ AB 
7 E و‎ sin? = — 
OC OB 


ولكن طول القوس AB — AC‏ و OB > OC‏ عندما 0 ج 0. 


O >> 1 عندما‎ sind 2 ۰ إذن‎ 


gy 
وبا أن 257*20 - 1 = 60520 فيكون 8 1-2 = 0 605 ونستنتج‎ 
92 0“ 


أن سم سل 5۶ 2950 عندما يكون 1 >> 6. 


TT 
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yé‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


B 


i 0۱‏ $ 
إذا كان )=( SEALs ¢ = tan‏ بالشگل الرفق Repay‏ فتقاغورس نید آن: 


(0 1 l 4 t 
COS | -- | = احج | ]59 لس‎ = 
(5) V1 + 2 8 5 1ه‎ + 2 


۱ . 78 9 

sin@ < 2 (5) COS (= 
89 

cos@ = cos? (5) — sin? 


sin@ 2t Eim 2t 


tand = = ۰ = 
cos@ 1:4 1-t* مسا‎ 
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يستخدم هذا التعويض في حساب تكاملات بعض الدوال الثلثية حيث تفاضله 


(۳.۳) حل المعادلات التالية في اجال 7 > 6 > 7-. 
|( - = 60700 ب( 1- = sin(30)‏ ج ) 0 4cos*@ = cos‏ 


|( حلول المعادلة 3/:- = ۶008 هي > - = 
AN e‏ 


ra 


5 
ب) إذا كانت 1- = sin(3@)‏ فان 2 — = 30 


317 E TT 5 
حي‎ =y = SO > إلى‎ 
2 30 < و‎ 7 36 d 

T eè TT ع‎ TC 
@=-, @=—-——-., @=-——,. اذن‎ 
27 6~ g ۴ 


40536 — cos 0 = 0 > cos 0 (4cos*9 — 1) = 0 Fa 
1 s ë y 
.cos 6 t أو‎ COSO =0 dls, 


IC ۵ T & TE 
B= td و‎ ata pte الق ع‎ 
3 3 2 : 
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۳۹ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


(۳,۵) اکتب ۰0509 + 5116 © على الصورة (م + 517106 ۸ حيث إن 


4 9 يكتبان بدلالة © و b‏ ثم حل الا 3 = sind coso‏ 


sin(@+ (م‎ = Acos o sin 0 + Asing cos 0 ما أن‎ 
asin + 6 6050 = Acos o sin 6 + Asin 0 6050 فنجد‎ 


وعقارنة العادلتن نحد أن : 

۸ cos 0 = a 
Asing = b 
sin p 

COS 0 


b i 
= tang == وبهذا يكون‎ 
.0* + ۶ = A*(sin*g + coso) = A* و‎ 
b 
G= tan 86 A= VA? + b? c اذن‎ 
و‎ oi. 
: لاحظ او لا آن‎ sin@ + 6050 = ولحل امد ول‎ 


ig 5 بت‎ eave T. 
: وبهذا یکون‎ -sin + cos 8 = ¥2 sin (0 + Pa 


TE 3 
2 sir JE ا‎ 
۷2 5106 +7) k 


IT 3 È = 

sin(8 +- ) = — ölel 

ي اد 2 2 ( 

TT 211 ع‎ 7 TT جع‎ g 
— کک‎ | @+-=- 

r z ۵ 4 و چ‎ 
DT ع‎ TE 

ادن › 12 او 12 0 


(۳,۵) أثبت أن 1+ 8-08 — 860556 = 40 cos‏ ومن ثم اكتب 


08 بدلالة 51728 و © 605 . 


cos 20 = 2cos*@ — 1 > cos 40 = 2cos*26 - 1 
= 2(2cos*@ —1)*? - 1 
= 2(4cos*@ — 4cos*0 + 1(- 1 
= 8cos*@ — 8cos*@8 +1 

sin 26 = 2 sin 0 cos 0 > sin 40 = 2 sin 20 cos 20 


= 2(2 sin 0 cos 0) (cos? 0 — sin? 8) 


= 4 sin 6 3ونع‎ 8 — 4sin? 0609 


)7 آثبت أن 3 + 20 cos 40 — 4 cos‏ = 851746 ومن ثم اكتب 8cos*0‏ 


بصورة مشابهة. 
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YA 


اخل : 


أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


cos 20 = 1 - 2sin?0 = 2605۶6 — 1‏ 
ولذا نری آن : 
۴ — 1 
تسس 
cos*26)‏ + 260520 — 2(1 = 


8sin*@ = 8(sin?@)* = 8 ( 


= 2—4cos 20 + (2cos*26 — 1( +1 
= 3 405289 + 70 


cos20 + 17 
8cos*@ = 8(cos*0)* = 8 (2) 


= 2(cos*20@ + 2cos20 + 1) 
= (2cos?20 — 1) + 1 + 4cos20 +2 
= cos40 + 4cos20 + 3 


: اخل‎ 
۱ A+B A-B 5 
: فان‎ cosA+cosB = 5 TE cos (=) öl ما‎ 


600589 + cos 30 = 2005260580 و‎ cos50 + cos70 - #7 


(لاحظ أن cosh‏ = (0-)605). وبهذا یکون: 
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cos@ + cos3@ + 60550 + 60570 = 2cos@(cos20 + cos6@) 
= 2cos@(2cos46cos20) 


= 4cos@cos20cos4@ 


cos2@ + cos4@ = 2cos3@cos@ 


وبهذا نرى : 


cos@ = cos26 + cos40 > cos 0(1 — 2cos30) = 0 


وعليه فان : 

1 3 1 ‘ ع 

2 = 20۶30 او 0 = .cos@‏ ولذا مد öl‏ : 

; T ع‎ SE: ام‎ Tar 

— او — أو = = 36 أو == 6. وبهذا 71 
و اله و أل > F‏ وبهذا يكون 
p j 2n į 22‏ دق 

“gy” a و 2 و‎ 


0 اذا كان طول راطق بین ذرات ope‏ ثلاثی Lati‏ 1.327۸4 


و 1.5144 وكان مقياس زاوية الربط وصل بينهما يساوي 107.5 
فاحسب المسافة بين أبعد ذرتين (انظر الشكل أدناه). 
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۳۹ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


اخل : 


باستخدام قاعدة جيب التمام لدينا : 


(BC)? = (AB)? + (AC)? - 2(AB)(AC)cos(BAC) 


= (1.327)? + (1.514)? — 2 Xx 1.327 x 1.514 
x cos (107.5 ) 
= 5.26144” 


وعليه فان المسافة بين الذرتين 8 و € هى: 


. BC =V5.2614A™ - 4 
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(١ dav)‏ ( بر 


التكاضل 


DIFFERENTIATION 


¥( جد مشتقة كل ما يلي باستخدام المبادئ الأولية (تعريف المشتقة). 


. Y = cosx 


۳ = 7 حيث إن 71 عدد صحيح موجب. 


(Í 
dy _ i cos(x + 6x) — cosx 
dx pens OX ) 
۱ a cosx — sin(x) sinx — ا‎ 
مت‎ eh ا‎ 5 
x>0 OX 
(£ — §x*/2)cosx — xsinx — os) 
= lim, aa 
dx—-0 Ox 


۳۱ 
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۳ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۱ Ox 
= lim (-= cosx - sinx) 


dx-0 5 
. (cosx) = —sinx a إذن‎ 
ب)‎ 
dy _ i (x FORT — x" 
dx spe ôx ) 
= xX" tnx 16x +n (n ع‎ 1)/2x? 8x? + x" 
= lim jr C) 
0ج614‎ Ox 


n ۱ 
= lim (aga + 7 (n - 1( عرق 2ع‎ + +) 


d 
Ax) اج‎ z » إذن‎ 


(z 
d io ee ile + ôx) = 
dx 6x30 bx 
x - (x + ôx) 


~ 0ق‎ XX + OX)OX 


) 


= (HOR) 


[im‏ اج 
0جيرق 


د) 
dy — rg 1/(x + 6x)* - ۶‏ 
ie oS 5x )‏ 
xX? — (x + 6x)?‏ = 
ند[ 


6x0 24 (xX + 6x)*6x 


التفاضل ۳۳ 


=i —2 Ox 
=m Catan Pies ie 


1 


ات أن ف ,اس ةا المستقم © + Y= MX‏ ساوی —— 
E.‏ ن ميل المستقيم العمودي على المستقيم © + y MX‏ يساوي = 


من الشكل البین أدناه نجد أن : 
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vé‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
بو A>‏ برهان جبرق (ولكنه أطول من البرهان البندسي) لبذه الحقيقة 
وإليك هذا البرهان. 


نفرضص أن إحداثيا نقطة تقاطع المستقيمين هما (Xor Vo)‏ ونفرض أن )%1,¥1( 
نقطة واقعة على آحد المستقيمين (X2, Y2) Oly‏ نقطة واقعة على المستقيم الآخر. 
ونفرض أن 72 و ۸ ميلا المستقيمان. عندئذ » بتعريف الیل واستخدام مبرهنة 


فيثاغورس نجد أن : 


Gii — حونو + "ولا‎ Yo)" + G2 to)" + O “زونز-‎ = 
(a =) (¥1 “روح‎ 


وبتبسيط المعادلة الأخيرة وإجراء بعض العمليات الجبرية تستطيع بسهولة 


1 5 
اتات أن — دل‎ 
i p S 


)¥.2( استخدم الخاصية الخطية للم ثر التفاضلى وقانون جموع idat‏ 
البندسية غير المنتهية لإثبات أن : 


0 
)= = 5 ر 


اخل : 


: ual [x] = 1 لکل‎ 
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۳۵ التفاضل‎ 
ا ااا سن از‎ 
n=1 n=1 n=1 
_ 1 2 + 2 
CaF 
1 
KE 


)2,8( جد مشتقة [2) y = cos‏ حيث إن 1 > aE]‏ النتيجة 


¢ وم‎ a AE N Ç M- ۱ 
‘tan (=) ماهي مشتقة‎ 7y صحيحة لجميع قيم‎ 


È 
‘la 


x ۱‏ 
إذا كان )=( “وم y=‏ فان 00057 = × حيث ان 1 > 


وباشتقاق طرفي العادلة بالنسبة إلى y‏ نجد أن : 


ax 
— = —asiny = —ay 1 —cos*y = —ay 1 — x? / a? 
dy 
= —,/ q? — y? 
dy 1 —1 55 
بيه‎ E Eg 


وهذا صحيح فقط في اجال 1(7 + Sy > (2n‏ 277 حيث إن n‏ 


عدد صحيح ؛ انظر الشکل الرفق. علی سميل المثال: إذا كان 27 > جز > m‏ 
فإن مشتقة الدالة )=( 1 


FL 


T تساوي‎ 5 
aS Fiala? ۱ 
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ri‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
و TEV‏ عب E ge‏ 
لإيجاد مشتقة ي tan‏ لاحظ أن : 


x 
y= tan™ 6 ب‎ x = a tany 


اذن ؛ 


dx ۱ 4ج‎ 1 
“he a sec*y = a(1 + tan“y) = a(1 + 22 صرح‎ (a* + x*) 


d =| XAI _ a nÍ ۲ 
y dx [tan (=)| = ee: 7 دستنتج‎ ۳ 


(۵,) جد المشتقة الأولى للدالة f(x)‏ = ر لكل من الدوال التالية: 
y= )2 +۲ 1(*‏ ب) 1 - 3 < 7 

y = sin (3x* +7) v= cos5x 

3x? y = tant (2x + 3) 


y = 26 


y = sinx/x y = xln(x? + 1) 
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التفاضل ۳۷ 


d E 
= 3(2x + 1)? x 2 = 6)2 + 1)? ( أ‎ 


افترضنا في هذه المسألة ضمنیا آن 1 + 22 u=‏ ومن ثم فان شب = ب. 
بعد ذلك استخدمنا قاعدة السلسلة : 


dy dydu 
dx dudx 
du _ dy _ e a ; 
i: و‎ 50 = 3u وحصلنا على النتيجة اعلاه من‎ 
6 _ 3 3x -1)2 x3 : ( 
— = —(3r7 — 1) = سا سس‎ 
dx 2 2V3x 1 ۱ 
dy ۱ ۱ ( 
ie = —sin5x XxX 5 = —5sin5x C 
dy 2 2 
“a cos(3x* + 7) x (6x) = 6x cos(3x* + 7) (> 
dy — 3 2 (> 
qe tan (2x + 3) x sec*(2x + 3) x2 


= 801703 (2x + 3)sec?(2x + 3) 


في هذا plah‏ استخدمنا الصورة التالية لقاعدة السلسلة : 


dy dydudv 


dx dudvdx 


, y= ut او‎ —tanv gv = 2x + 3 جيك إن‎ 
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۳۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


dv du dy 
+ 2 — = 2 مسبت‎ mi 3 
dx dv SET g du = 
d ۱ 
= = xe~3** (—6x) + e3% = (1 — 6x2)e 73% و‎ 


استخدمنا في هذا المسألة قاعدة الضرب للمشتقات : 


ja aP a du 
dx ۳۹ he "i 


حيط ان مه و 32 < WLS‏ استخدمنا قاع السلسلة لایجاد 
dv‏ 


= pW =— 2 ش این‎ — 
v=e" و‎ W SE إن‎ ute ay 
Se wie x 2x + In(x* +1) = FRG +1) G 
dx ل عم‎ 1 ۱ x +1 
dy xcosx — sinx 
= Fd 
dx x 


: خارج شوه دالتين‎ iaria هذه المسألة استخدمنا قاعده‎ È 


d 8 9 vdu/dx —udv/dx 


dx \v v? 


حيث إن 51111 = 1 و 2 = V‏ 


)8,1( جد مشتقة =a*‏ ر حيث إن © ثابت وذلك بأخذ لوغاريتم طرفي 


المعادلة قبل الاشتقاق. 


اخل : 


y= a" => lay = in(a*) = zina 
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التفاضل ۳۹ 


1 =a" ray 


لاحظ أنه في الحالة الخاصة التى يكون فيها bet © = e‏ علی: 


1 ; d 
dne = 1 OY وذلك‎ TE (e*) = p ne =g" 


dy 
جد مر لا یلی:‎ (£V) 


ymt و‎ x=t(t?+2) 0 


x*=ysin(xy) (o 


أ) باستخدام قاعدة السلسلة لدينا : 


ay) 
d at 2 
y t 


dx a و عد‎ 


: مد أن‎ x باللسبة إلى‎ bes x*=y(sinxy) ب) باشتقاق طرفي العادلة‎ 
2x =y—[sin(xy)] + sin (xy) —Dy) 
=y 7 sin(xy sin (xy) rr y 


| d ۱ dy 
= ycos(xy) ae [xy] + sin (xy) 7 
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É‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


= yeos(xy) (xZ + y) + sin @y) 2 
= ycos(xy) (x+y) + sin (xy) = 
2 01 ۱ 
= y“ cos(xy) + E [xycos(xy) + sin (xy)| 
dy 2x — y*cos (xy) 


اد 5 مس عبت 
dx xycos(xy) + sin (xy) one‏ 


: جد النقاط الحرجة وصنفها لكل من الدوال التالية‎ (EA) 


12 


U(r) = +16‏ حيث إن 0 < 7وع و 6 ثابتان 
r‏ 


2 
r r 
ست‎ ba. أن 0 > مر‎ tae P(r کے تحت‎ 2 hp tse 
0 و‎ po (r) 8a3 | F. 


: ‘a 
: لإيجاد النقاط الحرجة نضع المشتقة الأولى صفرا فنرى أن‎ ) 
2x° 1 
i) =x" عه‎ a eo = 3% Bx" — 2x - 9) 
_ 24V44108 127 
Am 6 © 3 
1+27 م‎ 1-27 ۶ 


إذن » توجد نقاط حرجة عندما 0 = × أو x S‏ أو 3 


oF‏ 0 = "ع غندما 0ات نز آو 


الآن » لتصنيف النقاط الحرجة نجد المشتقة الثانية : 


0 
18 
= 
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E التفاضل‎ 
f" (x) = 4x? - 2x* — 6x 

عندما 0 = × نجد أن 0 = f(x)‏ ومن ثم فان اختبار المشتقة الثانية 

یفشل ف حدید ماهیتها. ولکن علاحظة أن “و ف (x)‏ عندما 

0 جه x‏ علص إلى وجود نقطة انقلاب عندما 0 = 2. 


N 1-7‏ 
عندما = × نجد آن 0 > (×) f"‏ ومن ثم توجد نقطة عظمى . 
1+7 
عندما 


x=‏ نجد أن 0 < F(x)‏ ويكون للدالة نقطة صغرى 
في هذه الحالة. 


الشكل أدناه يبين منحنى الدالة : 


y=2"/5—2'*/6-2° 


X 
1 + x? ب)‎ 


f= 
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cy‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


1 + x* — 2x’ 1 — x? 
V=- aia “hae 
(1 + x) (1 یود‎ 


۱ —2x(1+x°)? —4x(1 - x*)(1 + x*) 
0) 2 ary 


Es — 2°)‏ 
3 + 1[) ` 
الآن ع 1 +2 0 جح 1-۶ ت 0 ت f'()‏ 
ومن ثم للدالة نقطتان حرجتان عندما 1  <‏ و 1- = ×. 
۱ 1 ۱ 1 
و ROO‏ ماك Pe 5 ۶0 is P U‏ 


فیوجد قيمة عظمی عندما 1 = × وقيمة صغرى عندما 1- = ۲ 


0 9 0-0 reo e 
naa a م‎ a 
“F100 


5 24E 65 O 12 g 
U"(r) = —|-7(-) =+26(-) = 
O r? r r 


7 
24€ 14 8 
EO O! 
U'(r) =0 د‎ )< y i= a © 1-۰ c OYI 


p= 2۳5 a rA 58 «dsl 
عندما مه د ۲ فإنها ليست نقطة حرجة وبهذا النقطة‎ U(r) > 0 وبما أن‎ 
1 a 
الحرجة الوحيدة تحدث عندما 266 = 7 وعندها تكون للدالة قيمة صغرى‎ 
1 
.U" (260) < 0 oF 
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ty التفاضل‎ 


asl الداله من بالشكل‎ Oly 


u =4e[(0/r)'*-(/r)*] 


الدالة U(r)‏ هي دالة الکمون CLIT)‏ للینارد جونز وئستخدم عادة 
لتقریب الطاقة الکامنة بين الحزيئات. 

بينما لا توجد تفاعلات بين مكونات الغاز المثالي لكن هناك تفاعلات 
بين مكونات الغازات الحقيقية » فمثلا > يوجد تنافر قصير المدى لنع جزيئيين 
من احتلال فراغ واحد وجاذبية طويلة المدى (من نمط SLI‏ استقطاب Dae‏ 
وثنائي استقطاب تفاعلي المعروف بنمط (فان دوالز) وتضعف هذه الحاذبية 
كلما ابتعدت الحزيئات بعضها عن بعض. تمثل القيمة الأمثل للفصل ۲ التوازن 
بين هاتين القوتين المتضادتين وتحدث عند القيمة الصغرى للدالة U(r)‏ 


rj? 
(2-5) g Tao r20 (3 
Ao 


t$‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


POIS sa -= (2-7) +2r(2-—] 
Sa | do م0‎ do 


2 2 ry? r 
ie- سمل بت‎ 
80 do م0‎ Ao 


P"(r) = 1 (2 —) 5 ۹4 
j 8a? 0۸1 0 do 


5 


E: o ۵‏ اع الف 
i tile‏ 8 30 2 


TL ۴ ry ۴ r\ 
O سم(‎ 
002 | ۵ Ao Ao ١6م‎ 


مع 8 ف 


r= B talr =2a5 a r= O PG) اأ 0ج‎ 

5(0 أو r — œ‏ 
إذن » توجد نقاط > i>‏ عندما م20 = Ir‏ أو م©(5/ + 3( = r‏ ع آما 
عندما يكون 0 = 7۲ أو مه جب ۲ فلا توجد نقاط حرجة. توجد قيمة صغرى 
واحله عنلدما 220 f=‏ لأن 0 < (و28) olid P"‏ عظمشان Lette‏ 
مه(1/5 ± 3) = ۲ oY‏ 0 > (مه(1/5+ 3)) "5. بیان الدالة موضح في 


الشكل أدناه. 
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التفاضل £0 


P <|۷ خر‎ )( + 


0 
الدالة P(r)‏ هي دالة الكثافة الإشعاعية الاحتمالية لإلكترون ذرة 
هيدروجين في الحالة 25. أي أن احتمال وجود إلكترون في الفترة الصغيرة من 
jr‏ ۲+۵۳ عن النواة ساوي P(r)ér‏ حیث ان = P(r)‏ 
| ور . علاوة على القيمة العظمى الأساسية عندما + 3) = ۳ 
۷5(0 حیث الاحتمال SW‏ لوجود الالکترون فتوجد قيمة عظمی أصغر 
وهي آقرب إلى النواة عندما —V5)ay‏ 3( = ۲ وتعتبر مژشرا على تأثیر 
الاختراق ۰ کما تقدم معلومات مهمة عن سلوك الالکترونات عند غلاف 

الذرة 
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ge av) 


ال 
|( 


التكامل 


INTEGRATION 


احسب تکامل کل من الدوال التالية بالنسبة الی . 
1١‏ 
ب )== vz (x‏ 
Xx‏ 
e 2x (5‏ 


sin(2x) + cos (3x) ۾(‎ 


sin*(x) (¢ 


1 


1+ x4 ي)‎ 


عه [ - +( | = عه( - (+z‏ | 


ع دين يو ساف 
g“ LX‏ 2 = 


1 2 
= x + axvx—Inx +C 
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۸ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


| vx (x — 3 dx = f (x2 — x72) dx (> 


=a we” 


- 2 (-1) + 


1 
2*dx = — 2 6 (> 
| 1 Ina 9 C 
1 
| eax = عت و‎ + 6 € 
۳ لا مسو و‎ eel 2 
= ha سيط‎ 


فرضنا ضمنيا في هذا التكامل LT‏ قمنا بتعويض 1- 2 = ا ومن ثم 
du = 1‏ وبهذا fet‏ على : 


1 
| dx ۰ 5 4 1 A و مط‎ 
ل‎ 22-1 u 2 
۱ 1 j 
(sin(2x) + cos (3x))dx = — 5 c0s(2x) + 3 sin (3x)+C (, 
| ` sinx 
| tanxdx = | dx =-—lIn(cosx)+C 
COSX 


= In(secx) +C 


: sinx 
يكون من الواضح ان مشتقة القام هی البسط‎ tanx = = 


SX 
(باستثناء الإشارة).‎ 


Cc 
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التكامل 24 


واذا اردنااعطاء تفاصیل اکثر نفرض U = Ol‏ ومن نم 


du = —sinxdx 
ویکون:‎ 
sinx du 
a x=- |= mu + 6 
COSX u 
60 = 2x))dx 
sin xdx = 2 | )1- 05) x))dx (5 


<<) ی‎ ۱+ 6 
=A 0 x 


e: * sin(2x) +C 
= 5x —zsin(2x 


x 1 
بس ما‎ 2 
{ae zM (6 عي‎ 


حصلنا على هذا التكامل لأن مشتقة المقام هي البسط (باستثناء معامل ثابت). 


آما إذا أردنا تفاصيل التعويض فهو 22 + 1 = U‏ ومن ثم du = 2xdx‏ 
dx‏ 
1 — — 
a= tan x+C 0‏ | 


على الرغم من كتابة الإجابة بسطر واحد (لأن هذا هو أحد التكاملات 
الأساسية) + الا آنه من المکن (جراء هذا التكامل بتعویض 2076 X=‏ 
ومن ثم 0 + 1( = dx = ۹66۶09 = (1 + tan*@)d@‏ 


: وبهذا یکون‎ 
dx aå 
| a= | 0 - 6+ 6 - tan 1(4) + 6 
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0۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


.. تكامل كل من الدوال التالية بالنسية إلى‎ Crea! SN 
2 11/2 


| sin*xax (us | sin*x cosxax (| 


0 


x+3 


— dx ( 
V2x+1 -E 


T/2 
1 1/2 
| sin*x cosxdx = |= sin’ x (| 
0 


إن وجود sinx iiio‏ ساعد على إيجاد هذه التكامل بسهولة حيث قمنا 
بتعويض U= SINX‏ ومن ثم du =cosxdx‏ ما يؤدي إلى 
sin*x cosxdx = 3 du‏ | 
أما إذا لم تكن مشتقة SINX‏ موجودة فان إجراء التكامل يحتاج إلى مجهود أكثر 
ويمكن حسابه في مثل هذه الحالة بامستخدام متكرر لصيغة ضعف الزاوية 
_cos(2x) = 1—2sin*x‏ 
ب) باستخدام التمرين (۳,۷) لدینا 3 + 4517120 - 40 cos‏ = 851770 . 


وبهذا يكون: 
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التكامل 0 
1/۵ 


1 
sin'rdr = Al (cos(4x) — 4cos(2x) + 3) dx 
0 


8 
bh 


11 me 
= — sin(a) — 2 sin(2x) + 3x| 
8 14 0 


1 
7 ع‎ (sin2m — sin0) — 2(sinr — sin) 


+3(5-0) 


3770) 
~ 46 
; 3 
x + 
= | —— ج) لنفرض ان‎ 
Ezz C 
. 2udu = 2dx جد أن‎ u? = 2x41 بوضع‎ 
6 ادن‎ 
ja T دس‎ = 1j 3 
(udu) 
u=1 
3 
- | ): bi +3)a 
= | (3-3 5 
1 
1 5 7 
smn LE už = 
5 6 +z - 


(۱) الترجم: كما BSS‏ نهاية حل الفقرة (أ) من هذا التمرين فإنه يمكن استخدام التطبيق التکرر لصيغة 
ضعف الزاوية 2681142 - 1 = cos(2x)‏ لط قات ‘tetra ape‏ 


أي دالة على الصورة sin” (xX)‏ أو COS? (X)‏ حیث إن N‏ عدد صحیح موجب زوجي. 
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OY‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


27 18 1 5 
“S Y FS 
_13 

3 +5 - 97 


وطريقة لحني لحساب هدا التکامل هي استخدام التکامل بالأجزاء حیث 
تکامل 17/۶ (2x4‏ ونشتق 3 +2 لنحصل على : 


| appre = [le + «۳ - re 


Jl 3 
=21-3- = (2x + 108/2 
3 0 


f dx =| dx f dx (i 
x?—5x+6 J 2-3 س‎ 2 
= [n(x - 3) — [n(x - 2) + C 


و 
In( +‏ = 


2 — 2 


o التكامل‎ 


x ع5‎ + 1 5 
t-i GD" 


1 dx 1 dx 17 | dx ( 
— — + —— — 
(x-1) x—1 | 2x - 3 


3 17 
= سب‎ + 9in(x -—1) -—In(2x-3)+ C 
=] 2 


m 1ix +1 
ج(‎ 
a -De-a 
=f 3X16 0 1 dx 
~ x2 -—3x-—2 5 2-1 


- | 2x - 3 F + | dx 3 | dx 
DIA ی‎ oe | .هن‎ eB تسام‎ 1 
dx 
(x — 3/2)2 - WTA) 


3 19 
= 5 In(x? - 3+ = 2( +> | 


—3ln(x-1)+C 
تس د‎ 19 ۱ n> (7S) +۸ 
= 5 n | — C | — — tann ۱ 
2» - 1 V17 v17 


لحساب هذا التكامل استخدمنا العديد من المعالجات LS)‏ هو JLH‏ في الكثير 

من التکاملات). يدانا بوضع الدالة المكاملة eae‏ 
)3 = ۱ 
لتمرین (۱.۹) وبعد ذلك كتبنا ابسط على الصورة + = 5 + 3x‏ 
وهنا حصلنا على از الأول من La AS‏ باكصال لح اما 
8 

x* - 3-2‏ وذلك لاستخدام القاعدة العلومة سب - 1 "a “tanh”‏ 
گان من المکن ايشا استخدام = j= >in‏ 2( ۳ أو إثبات ذلك من 
التکامل y‏ بتحلا القام. 
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0 أساسيات في العلوح الرياضية : مسائل محلولة 
a° = (0 —a)(0 + a)‏ - 2 


7 1 om i 
ومن ثم استخدام الکسور احزئبة.‎ a=, 9 چٹ إن د حايوات‎ 


)0,8( استخدم التكاما  else Vb‏ لاشات ما یل : 
i‏ جزاء لوت د 


| x sinxdx = C — xcosx + sinx (| 


| 1 
| sinxe “dx=C— > (sinx + cosx)e * ب)‎ 


اخل : 


| x sinxdx = —xcosx + | cosx dx (| 
= —xcosx + sinx +C 
ب)‎ 


EPT | = | (sinx) ede بوضع‎ 


بم 
|| 


—e “sinx + | e~-*cosx dx 


= e *sinx — e~*cosx — | e *sinx dx 


|| 


—(sinx + cosx)e~* — I 
ادن ؛‎ 


1 
| sinx ody = وج‎ (sinx + cosx)e 3* + C 


https://maktbah.net 


)0,0( ادا کان : 


1/2 


mel oles | sin” xdx 


0 
فاست ان وسور Rin = (n = ey‏ ومن نم استخدم هذه العللاقة 


lg ols Lt 


1/2 
11 <1 حیث ان‎ I, < | sin"! xsinxdx 
0 
: إذن‎ 
1/2 
L, = [—sin™ tx cosx]? +(n-1) | sin" ~*x cos*xdx 
0 


1/2 


= 0+ (n - 1( | sin" tx (1 — sin*x)dx 
0 


1/2 1/2 ۱ 
= (n-1) | sin" “x dx — f sin”xdx 
0 0 


اس =(n- 1)Un-2‏ 
وبهذا یکون : 


at In = In-2 


.1 < 1 dee nih, =(n—-1)i,-2 « os! 
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05 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
ما أن : 
n— 1‏ 
In = ( |‏ 
فان : 
ع ha‏ 
BM” ٩ he‏ 
1/2 
ولكن 1 = h= | sinx dx = [-cosx]77‏ 
0 
ادن » 
سے ص 
۱ 5 * 
أيضا : 
وھ mae I‏ 5 / 
" 2 ك4 6 8 BG‏ 8 * 
1/2 
T‏ 
ولكن < = dx = [x]‏ | - وا ادن 
0 
357 _ ۲ 
256 ° 


(0,1) 


f f@)dx = 0 فأثبت أن‎ (~x) = -f (x) إذا کان‎ 


جد صيغة ثماثلة للتكامل )13 كانت / دالة متمائلة GI)‏ زوجية). 
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oY التكامل‎ 


fiwa = [rears [rea 


5 
3 
| 


- reee + eat 


(R(—u) = -f (u) رگن‎ 


[raus | rea 
= | regent | 7008-0 


للحصول على النتيجة أعلاه بدآنا بتجزئة التكامل من 4- إلى © إلى جزئين 
(جزء لقيم × الموجبة والجزء الآخر لقيم × السالبة). بعد ذلك استخدمنا التعويض 
u= -x‏ (وبهذا (du = —dx‏ ومن ثم استفدنا من کون الدالة المكاملة تخالفية 
وبدلنا حدود التكامل. وبهذا جصلنا على الفرق بين تكاملين متساويين. إن تكامل 
الاو باللسبة إلى Vy u‏ باللسبة الی fe x‏ على قیمة التکامل احدد OY‏ 
القيمة النهائية للتكامل تعتمد فقط على © وليس على الطريقة التي كتبت فيها 
الدالة كدالة في المتغير × أو في المتغير U‏ 


في الحالة التى تكون فيها الدالة SEE‏ » أي f )-×( = f(x)‏ فان الخطوات 
السابقة تدي إلى : 


[reoar= | جية جر‎ | mae | Foda 
-a 0 0 0 
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OA‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
في الحقيقة » يمكن كتابة أي دالة كترتيب خطي لدالتين أحداهما تماثلية 
والأخرى تخالفية على النحو التالی : 
1 ۱ 1 ۱ 
زوع تر- fF) =F + f-91+5%@‏ 


حيث الجزء الأول سن الطرف الأيمن ذالة ABLE‏ واححزء الثانی دالة تخالفية: 
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tee)‏ ساو 


متسلسلة تايلور 


TAYLOR SERIES 


)1,1( جد متسلسلة تايلور للدالة )=+ ) sin‏ لقيم X‏ الصغيرة. 


f (2/6) = 1/2 © f(x) = sinx 
F'(r/6) 3 N3/2 ۰ ۰ f(x) = cosx 
f"(t/6)=-1/2 < f(x) = -sinx 
f" (1/6) = —V3/2 ۰ f(x) = —cosx 
f’'"G@/6)=1/2 «+ f"" (x) =sinx 


f(x + a) = f(a) + )۵ +) +5) + Ss 


)1,9( جد صيغءة ذات الحدين للمقدار +x)"‏ 1). وبکتابة Ve‏ علی الصورة 


7+ 601 حیث إن © و b‏ ابتان مناسبان » احسب ۷8 و ۷17 


35 
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1۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
اخل : 
f(x) =x"‏ ؛ 1= f(1)‏ 
یوت زاگ : د FO‏ 
f'A) = n(n - 1) FO =‏ 
f" = n(n - 1)(n - 2)‏ ۰ )1-2 - مم = fl")‏ 
r ya‏ 
ور 5۴6۵+ زم) "سحل (0) ۶ + feta =F)‏ 
ss‏ 
اذن » 
+e‏ و g Ee‏ را و بود + 1 - 5( + 1) |x] > 1 lee‏ 


6 


۱ 1 1 1 5 
5 ۳ > 1 ال‎ $ V1 ys] ا‎ y? a تست‎ er 
| | | و × + 1 حت‎ gX HET 128 + 


V8 = ۰۷9 -1 = 3/1 -9 


وبهدا یکون 
S :‏ 13 1 #حق dy‏ هو م1 
a‏ واو - (و-)چد+ v8 -alealea‏ 
| 5 1 1 1 ]3 
839808 11664 648 18 5 


(مقربا لاربع مراتب عشریة) 28284 = 


11 تايلوق‎ Raids 


Prity irl Lely ۱ 
jm = بت‎ E M لس السك اس‎ cs FE 
۷ 41+ ( ) aaa) eric | lt 


امبف rg‏ :اهب 
6 2048 32 5 
( مقربا لاربع مراتب عشریة) 4.1231 = 
من العلوم أن تقارب صيغة ذات الحدين سریع جدا عندما یکون 0 + |×|. 
فمثلا > إذا أضفنا اد x?‏ (وهو )107 × 1.25-) عند slum‏ 
27 10 + 1( = ۷1.0000001 فاننا نحصل على تقریب أفضل من 
إن أفضل طريقة لحساب ۶ + Va?‏ حيث إن b‏ << © هی باستخدام مفكوك 
دات الحدين : 


a 
|+ ا م‎ 
me 2 \a 8 \a 16 ۱۵ 
وذلك لتلاق ما یسمی خطاً التقریب حتی لو استخدمت أجهزة حاسب آلي‎ 
عالية الدقة.‎ 


CLP)‏ جد متسلسلة تايلور لكل من ln )1 - x) sln )1 + x)‏ ومن ثم 


جد متسلسلة قوی نلدالة In[(1 + x)/(1 —x)]‏ 
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vY‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


f(1) =0 ¢ fix) ا‎ 
f) 21 i Par 
"م‎ 2-1 ۰ FR = 
f"QH=2 ۸ 77 ارون‎ 2a 
fr") 2-6 ۰ f™ (x)= ع6-‎ 4 
f(a) = 24 ۰ f" (x) = 24x 


f(a + +) = f(a) + زد‎ (a) + 5f" (a) + = f" )0( +۰۰ ولكن‎ 


اذن » 5 4 


3 x 


2 


X X 


xs x‏ ف 
دام عا تست سي ل ساح هر جح وير 4 1)يخ d| < i iee‏ 


$ 8 3 2 
وبتعويض - = × في الصيغة أعلاه نجد أن : 


eh i A Xx 
let tte pte سو سرب انیت‎ 5 


1 ۱ or 
n (7) = na +x) - n )1 =») وبهذا يكون‎ 


3 5 


x? x? 
Axel <1 حيث إل‎ = 7 | x + — + — 4 


متسلسلة ماكلورين هي حالة خاصة لتسلسلة تايلور عندما يكون 0 = a‏ 
(حول نقطة الأصل). ومن الممكن الحصول عليها بالطريقة الاعتيادية. أي بإيجاد 
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متسلسلة تایلور 1۳ 
cas TU) Ges.‏ ومن ثم قیم هذه الشتقات عندما 0 = x‏ ولکننا سنستخدم 


طريقة أسهل من ذلك وهی ایجاد مشتقة (x)‏ * 605 مرة واحدة فقط ومن ثم 


1 a! — 501 ۲ — i 
۶" (x) = eg = ) — x7)? بوضع (2) 605-1 00 جد أن‎ 
1 5... © a5 
1 —y2)\-1/2 = 1 See RS UE gê ONO 9 ۱ 
( E) +x tex tig” tig + ولكن‎ 
c ادن‎ 
fo) = | ۶ (م‎ ae 
3 3 5 0 7 33 9 


= Cag oe OE کے > ہے‎ 
s-a” AD ار‎ 2 


TE 1 ¢‏ 
وما ان 3 = cos-*(0)‏ فان 5 = .C‏ ادن » 


TU 
-1 = س سے س — عد ے‎ ee M ëd 
608 CS. سس رس سس‎ a 


يحب ملاحظة أن متسلسلة ماكلورين صحيحة فقط عندما يكون 1 > IX]‏ 


Dacos زو‎ Sty 


)1,0( احسب قيمة النهایات الثالية: 


. PCOS + xsinx— 2 


۲ ب-‎ )( x4 
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v‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
اخل: 
sinax ax =a” x” [64 (|‏ 
Im = lim‏ 
x—>0 x0 x‏ 


أو باستخدام قاعدة لوبیتال : 


sinax ~ acosax 
lim = lim سس‎ 
=a 
ا‎ (1 x2/24x4/24——)-1 پم‎ 
in: لت‎ = Lee nmn ae 
x0 pa 0جيد‎ xX 


أو باستخدام قاعدة لوبيتال : 


cosx — 1 —SINX 
lim لب‎ = lim = 0 
x0 x x-0 
2cosx + xsinx — 2 
لاب بر‎ x4 a 
. 2(1—x?/2 +xt/24— ...( +x(x—x?/6+-)-2 
= E — سح‎ 
3۴ ب‎ )( xX 


lim (- + 0)) 
Ln + 02 


12 
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متسلسلة yp‏ 1۵ 
الرمز O(K7)‏ (من درجة *2) یعنی أن الحدود امحذوفة oot‏ على حدود 
من الدرجة الثانية فأكثر. 


أو بتطبیق قاعدة لوبیتال ثلاث مرات : 


20526 + xsinx — 2 = —sinx + xcosx 
mg. . a 
0305 —XSINX 
5 12x? 
ری‎ Sinx 
5 1 12x 
6 
=O is 
1 
~ 


ly AT‏ علمت أن للمعادلة +6x-3=0‏ 322+ 23 جذرا حقيقيا 


طريقة نيوتن ورافسون. 


اخل : 
نفرض أن 3 - F'(x) = x? + 6× + 6 ixe f(x) = 3x* + 3x7 + 6x‏ 
إذا كان 0 © (م)/ فإن التقریب الأفضل لحل العادلة 0 = f)‏ هو وبم× الذي 
حمق : 


FOG): _. n Xa + 3x2 + 6x, -3 
Fd ~" 3x2 + 6x, + 6 


Xn+1 < Xn 7 


11 أساسيات في العلوم الرياضية 


x, = 5 
x, = 0.4102564 
X, = 0.4062950 
X4 = 0.4062876 


3 


: مسائل محلولة 


f(x) = —3.000 


f(x) = 0.875 

f(x) = 0.03552 
f(x) = 0.00006633 
f (x4) = 0 


أي أن 0 = 3 - ×6 + 3×7 + 3 عندما يكون 0.40629 = × (مقريا 


مس مراتب عشرية). 


E E 
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الأعداد المركبة 
COMPLEX NUMBERS‏ 


إذا کان 36 +2 = ا و] -1 = 9 فجد الر eS‏ الحقيقية والتخيلية 
لكل ما يلي 


u ۲ 7 


UV 


v/u 


u+v=24+1+i(3-1)=34+2i ) 


1-1 < 2-1 + 1)3 + 1( = 1 + 4 
uv = (2+ 3) (1 —- i) = 2 - 2i + 3i 2 ( 
- 5+ ز‎ E 


"2+ ا نلف‎ E 
0 5 JM +i 1 +] م‎ 


W 
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1۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
V Lt Lat 2-3] - 21 + 3 -—-1-Si‏ 
اسف ا سس M‏ الا ی 
u a+ 3i St +9 13‏ 
أو 


p i =( 2 j 1 اا‎ 
u -1 + 5: 13-25 3 


۳ 


ju/v| د)‎ [uv] 


۳/۷۱ 


: الحل‎ 
jul? = uu” = )2 + 3(2 - 3) = 4 +9 A 
Ju] = 3 > ادن‎ 


left Ste عماج‎ KLE = 14-1 تب‎ 
|v] << 2 : اذن‎ 
luv|* = (uv)(uv)* = (5 + :()5 — Û) = 25 + 1 fa 


Rel = 26 « إذن‎ 
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الأعداد المركية 14 
ولرؤية ذلك » لاحظ أن (uv) = u*v”‏ ومن ثم فان : 
luv|* = (uu)*(vv)* = jul lv]‏ 
U Us ruy * —1 + 5i\ 7—1 57 14+ 25‏ 
= س — ےا = — | | || لل || = مت 
4 ) 2 1 2 ( = = ۳ 


۷/26 
= EJ e ادن‎ 


u 


تت 


“Iv 


وهذا يبين مرة أخرى OF‏ مقياس خارج القسمة يساوي خارج قسمة المقياسين 
ويمكن إثبات ذلك بملاحظة أن : 


Ve 1 لکل‎ 


- یت چ - 00 - Fl‏ 


1 


lu 


2 
E 


و L‏ 1 5 
وهذا يبين أن cd * = Fer‏ عدد مركب Z‏ وقي حالتنا 1/۷/۶۱ = |v/ul‏ 


۳ إذا كان 1۷3 +1 = 7 فارسم كلا مما يلى على مخطط أرجاند: 


i س‎ 
él 2 ig” eZ 


اخل : 


z = 1 + 3 - 3 
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۷۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
أي أن مقیاس 7 يساوي 2 والازاحة الزاوية هي 60. 
إذن > 
p‏ — اه — قحو 4p PRIA‏ — شین Jemina‏ کی ادم = = 


iz= eit /29 pit/3 58 2 el(a/3+m/2) 


SSF وو‎ 


۷9 حل العادلة 0 < 1 + 2 - ag‏ 


اخل : 
لاحظ أولا أنه اذا كان 0 دع + 2 + z?‏ فان : 


—b + Vb? — 4ac 
20 
z*—z+1=0>a=1, D=-1, c=1 
_ 13 ۷1 4 53 


vA = » dal 
2 7 Us!) 


z=‏ . وبهذا يكون: 


الأعداد المركبة ۷١‏ 


: حل المعادلات التالية‎ (V,0) 


(o P=1 0‏ ]+ 1 < دج 


ج) 1= ”)1+ (g+1)?=2° (3 (z‏ 
ارسم حلول الفقرة )1( باستخدام مخطط آرجاند. 


الحل : 
|( 


ب) 


>0 1,2 = مت إن‎ = 1 0*۳۴ obey 
= 0,1,2,3,4 dee 2 < ۵۳9۳/5۶ ذلك نستشم آن‎ 
على الرغم من أن النتيجة أعلاه صحيحة لجميع قيم ۰7 إلا أن‎ 
عدد امحلول الختلفة يساوي5. إن اختیارنا لقیم 8 لیس وحیدا فمن‎ 
خد امحلول امس الختلفة لو عوضنا عن‎ Ol المکن‎ 
بالقیم 11,2 ,0. إن وجود خمسة حلول مختلفة هو آمر‎ 
متوقم لأن عدد جذور أي كثيرة حدود من الدرجة يساوي وهذه‎ 
الجذور إما أن تکون حقيقية أو مركبة» وإذا كان الجذر مرکبا فان‎ 
عددا‎ laade أن أن امحذور المركة يجب أن يكون‎ deat جد‎ ally 


(Vek التمرین‎ 2 AR LS) =e 


E JAS N حيثث إن‎ 73 =]4f= V2el(t/4t+2mn) 


إذن , ,in(1+8n)/20‏ 21/10 — 7/4+2770(/5)م 21/10 سکن i‏ 


n= 0,1,2,3,4 
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VY‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


Im 


ج) nN ol E> Zip aioe?"‏ عدد صحيح. 


n= 041,42 یق إن‎ z= و ای أن 1 ۳۳۷5ع‎ +1 = eM ع‎ OSI 


۱ ë 
:2د لاد‎ OS (=) =1=e% د) عاآن 25 < 1(5 + 2) فان‎ 
+1 
خر | ون‎ ei2n/s — صحيح. ومنه فان‎ 
FA 


]= )1 558 رت = 


1 
7? 2 = Tiann/S 4 
5 asdf 
2 = (elann/5 — 1)(e-l2nn/5 — 1) 
1 ۱ 
2]1 — cos (2nn/5)| (e 


=> 


> 7=. —i27mn/5 __ 1) 


الأعداد المركية YY‏ 
حيث إن 1,2,3,4 a=‏ 


لاحظ أن .n#0‏ لأنه لو كان 0 = 7 فان المقام 0 = 1 - e?7™™/5‏ وهذا 
غير مکن. 

إن وجود أربعة حلول فقط لبذه المعادلة يرجع إلى كون أنها معادلة من 
الدرجة الرابعة ولیست من الدرجة الخامسة ومن الممكن رؤية ذلك بسهولة 


بفك القدار 1(5 + 2) ومساواته بالطرف الأقن 25 fan‏ على العادلة 
5z* + 1023 +10z7+5z+1=0‏ 


(V.I)‏ استخدم 14م و eP‏ لإثبات صحة المتطابقين (۳.۱۰) و(7,17). 


: bel 


: الان‎ ef At) = نومام‎ oj, e'? = cosO + 15170 نعلم أن‎ 


ظأى هام — (8+ه)اى 
cos(A+ B) + isin(A + B) = (cosA + isinA)(cosB + isinB)‏ > 


= cosAcosB — sinAsinB + i(sinAcosB + cosAcosB) 


وبمساواة المركبة الحقيقية في الطرف الأيسر مع نظيرتها في الطرف الأيمن والمركبة 
التخيلية في الطرف الأيسر مع نظيرتها في الطرف الأيمن نجد أن : 


cos (A+B) =cosAcosB — sinAsinB 
sin (A +B) = sinAcosB + cosAcosB 
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vé‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(0) استخدم مبرهنة ديموفوار لكتابة كل من 517140 و 60540 بدلالة قوى 


cos@ و‎ 08 


ال حل : 


cos46 + isin4@ = (cosé + isin)’ 


= cos*@ + 4icos*@sin@ + 6i? cos? Osin? 0 + 4i°cos@sin?@ 
+ i*sin*@ 


= cos*@ — 6cos*@sin?@ + sin*@ 
+ i[4cos*@sin@ - 1 


وبمقارنة طرف المعادلة نجد أن : 


cos4@ = cos*@ — 6cos@sin2@ + sin*é 


sin4@ 


Acos*@sin@ — 4cosOsin30 


إن هذا الاستخدام لبرهنة ديموفوار للتعبير عن COS4O‏ و 5/740 بدلالة قوى 


08 و 2056 أسهل من استخدام صيغة ضعف الزاوية للدالتين 511020 و 60520. 


e~is?‏ + 140آحوم + 1520+ 20 + 1529 + 6e™tt?‏ + 6م 
26 


الأعداد المركبة Vo‏ 


1 مم‎ + e168) | كي‎ +e 40) feo” + e120) 20 | 
“si g ?* Fg ey 


1 
= zz 0 + 660540 + 1560528 + 10) 


: استخدم تعريف الدوال الزائدية لاثبات أن‎ (V,4) 


sinh(x + y) = sinhxcoshy + coshxsinhy 


ثم جد صيغة مشابهة للدالة cosh (x+y)‏ 


: الحل‎ 
6-2-0 ۱ ۱ 0-ى د هو‎ ۳ 
: د فان‎ E sinh@ = وان‎ yg Cosh < lk 
sinhxcoshy + coshxsinhy 


a عن‎ 22 


erty + ere = سح 7م‎ goa + erty سڪ‎ en + م‎ ATTY کے‎ gy 


4 


erty — e7 (x+y) 
2 
sinh (x + y) 


cosh (x + y) 


exty¥ + م‎ —(x+y) 
— سن‎ 
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۷٦‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
7م ¥ م 4 ی — 7۷ ی + 27*7۷ + ZextY‏ 
ا کک = 
X <<‏ ی — exty — pty‏ سار چم + ل +2- م + exty =e ex-y‏ 
4 4 


ha Go aoe |‏ و 


= coshxcoshy + sinhxsinhy 


(۷,۱۰) | حب گلا من : 


¬ coskð (Î 


k! 
k=0 


| e°% sin(bx) dx 


= 0 و ]وج‎ | | 
و(‎ 
k! k! k! 
k=0 =0 ر م‎ KTO 5 
= چام‎ (e*) 
7 k! 
k=0 
z عاق‎ 92 3 
X - 1+ ۵ + tat - exp (O) ولکن‎ 
ya 
© 0۵ ۱ ۱ 0 
= Re{exp (e'?)} » ادن‎ 
k=0 


= Re{exp (cos@ + isin6)} 


= Refexp (greet لاقي‎ | 
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VV LS Ml الأعداد‎ 


وبهذا يكون: 


= cosk@ 8 : جرا‎ (ci 
2 k! mR Rejes [cos(sin@) + isin(sin®)]} 
k=0 

= 6058م‎ cos (sin@) 


لاحظ أنه كن الحصول على المجموع المرادف للدالة sinkO/k!‏ من 
0= إلى »= ۸ من السطر ما قبل الأخير وه ذا المجموع يساوي 
eS? sin (sind)‏ ذلك OY‏ خطوات الحل متشابهة ما عدا استبدال الجزء الحقيقي 
jth Ref}‏ التخيلي Im‏ 


[ew sin(bx) dx = | om Ime "tde ( 
= | Imfere) dx 


— Im {| ex(atib) dx} 


e¥ latib) 
= fin — š 1 


a + ib 
a + ib a + ib a — ib a* + b? 
ax 
= Jm eae (a — ib)(cosbx 
f 9 sin(bx) dx a? +b? 


+ isinbx) + c} ادن‎ 


ax 


E TE (asinbx — bcosbx) + K 
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VA‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

مرة أخرى نستطيع حساب تكامل الدالة (bx)‏ 66605 من السطر ما قبل 
الأخير باستبدال الجزء التخيلي Im}‏ بالجزء الحقيقي REQ‏ وبهذا نكون قد حسبنا 
تکاملین دون إضافة جهد جدید. من المکن حساب هذا التكامل أيضا باستخدام 
بريقة التکامل بالأجزاء (مرتان) ولکن طریقتنا السابقة آسهل لأننا احتجنا Lö‏ 
ساب تکامل آسی واحد. لاحل ضا أن الثوابت K,b,a‏ جميعهاحقيقية. 
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yo) oa 


VECTORS 


(A,\)‏ بين أيا من الكميات التالبة هى كمية متجهة 


= 


أ) درجة الحرارة dis! (o‏ المغناطيسي 


(ar‏ التسارع د( القوة 
ه) الوزن اخزيتي و) المساحة 


ال : 

أ) درجة الحرارة كمية قياسية (غیر متجهة) OY‏ التعبیر ol Al”‏ درجة BL Hl‏ 
ليس له معنی. لاحظ أن درجة الحرارة تتغیر مع تغير الکان وهذا یعتبر 
مهيا Sad.‏ إذا رفعنا درجة حرارة مکعب معدنی عند أحد زوایاه 
وخفضنا درجه حرارة الزاوية القابلة فینتج عن ذلك توزیع حراري Tr)‏ 
وهي دالة قياسية في متجه الوقم T‏ 

ب) JLI‏ الغناطیسی كمية متجهة ومن المکن استخدام البوصلة لتحدید 
اتجاهه عند أي نقطة. Gy‏ العموم فهو دالة متجهة تعتمد على الموقع 
وئکتب BO)‏ الشکل آدناه یبین قضیبا معاطيسيا یبین آن اتجاه وقیمة 
اجال الغناطيسي هما دالتان یعتمدان على متجه الموقع . 


۷۹ 
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Ae‏ أساسيات في العلوح الرياضية : مسائل محلولة 


ج) و (د) التسارع هو معدل تغير السرعة بالنسبة إلى الزمن والسرعة هي 
معدل تغير السافة بالنسبة إلى الزمن. وبما أن المسافة يعبر عنها بمتجه موقع 
فنجد أن السرعة V = dr/dt‏ والتسارع dv/dt‏ = © هما كميتان 
متجهتان. 


d dd ۰ 
0 مسر )مس‎ =F 


ينص قانون الحركة الثاني لنيوتن على أن القوة ۴ تساوي معدل تغير العزم 
بالنسبة للزمن ويعرف العزم على أنه حاصل ضرب الكتلة :77 (وهي 
كمية قياسية) مع السرعة 7 (وهي كمية متجهة). إذا كانت كتلة جسم 
ثابتة فإن قانون الحركة الثاني لنيوتن يأخذ العلاقة المشهورة التي تدرس في 
مادة فيزياء المرحلة الثانوية وهي F= ma‏ حيث إن F‏ و © متجهان 


ca mM و‎ 


ه) الوزن الجزيئي كمية قياسية وهو مجموع الأوزان الذرية لذرات الجزيئي 
۱ ۲ ۱ 1 ۱ 
وکل من هذه الاوزان هو وزن الذرة Sk‏ لنسبة إلى TF‏ من كتلة درة 


12 
۶ 
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A\ المتجهات‎ 

متجحهة i‏ فمثلا ؛ وزن سبدة کتلتها m‏ هو القوة التی JAS‏ السيدة 
على میزان. ونری من قانون نیوتن أن هذا الوزن يساوي Mg‏ حیث إن 
هو متجه التسارع الناتج عن الحاذبية الأرضية والو جه lel‏ مرکز الکرة 


الأرضية. 


و) على عكس ماهو متوقع فإن المساحة يمكن اعتبارها كمية متجهة. على 
سبيل المثال » إذا كان © و b‏ هما طول ضلعي سطح مائدة مستطيلة 
فان كمية المساحة تساوي ab‏ واتجاهها هو اتجاه العمودي على السطح. 
ويا أن معظم السطوح تأخذ آشکالا غير منتظمة فانه لایجاد مساحتها 
نعتبر آجزاء صغيرة منها على آنها مستطیلة ومن ثم تکون مساحة السطح 
تساوي مجموع جميع مساحات الاجزاء الصغيرة الکون منها السطح 
وهي 05 | = 5. 


ds = dxdyk 
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AN‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
(AY)‏ لنفرض أن متجه الموقع لكل من النقاط الأربع ۰۸ DiC B‏ هو 
d = (5,2,5):c = (1,1,1) :b = (2,0,1) «a = (1,2,3)‏ 
على التوالي. 
| سس ا ا 


a+tb—c-—d (| 


۱ 1 
20 - 3b - 56 + >d (WU 


ع منتصف کل من BC‏ و AD‏ 


atb=ce—d =(142-—1—-5240—-1-2,341-1-5) Ú 
= (—3,-1,-2) 
20 - 3 - 56 + 4 = (2(1) - 3(2) - 5(1) + 2,2(2) - 3(0) ب‎ 
—5(1) + 2 2(3) - 3(1) - 5)1( + =) 


)13/2,0,1/2—( = 
a‏ نقطة منتصف BC‏ هي : 
۱ 1 1 1 
+c) = < )3,1,2(‏ ط)ج < (ط - 6)< + b‏ 


1 rr oe ۱ 
zla +d) = 5 (6,4,8) = (3,2,4) 
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TONE 


المعادلة المتجهة للمستقيم المار بنقطتي منتصفي AB‏ و .CD‏ 
المعادلات الديكارتية للمستقيمين ۸ + © < ۲ و 2/0 + م < ۲. 


أ) لإيجاد المعادلة المتجهة للمستقيم نحتاج لمتجه من نقطة الأصل إلى نقطة على 
المستقيم ولتكن A‏ ومن ثم نحتاج إلى متجه AC = © - ۵ ol dh‏ وعليه 
تكون المعادلة المتجهة للمستقيم هي : 


r=atdA(c—a) 
= (1,23) 4 را ت‎ 24 +3) 
= (1,2,3) +A(0,1,2) 


ب) نقطة منتصف AB‏ هی : 
m. +b 5 3,2,4‏ 
(3,2,4) 3 = ) 60 دع 
نقطة مه منتصف CD‏ هی : 
m7 += 1636‏ 
frst = 5 (6,3,6)‏ 
العادلة المتجهة للمستقيم هی : 


1 1 
۲ < 6+0۴ - 6( = 5 (3,2,4) + 543,12) 


ج) ما أن + ه = ۲ فان : 
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Az‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
(KW) = (L424, 253 +A)‏ 
وتكون المعادلات الديكارتية للمستقيم ugh‏ 3 


x— 1 
y=2 3 A= 2 = z. y 


وما أن 20 + r =c‏ فان: 
(x,y,z) = (1 + 5,1 + 22,1 + 52(‏ 


وتكون المعادلات الديكارتية للمستقيم هي : 


سي ان A=]‏ 
5 2 2 5 


ad 9۵ 6۰ «ad 
. و © والزاوية بين © و‎ D الزاوية بين‎ 


.(a-b)c و‎ (a-c)b 


a b= (23 * OND =1%24+2x043x1=5 4 
ac = (1,2,3) ٠ (1,1,1) > 1 x1 + 2 <1 + 3 <1 > 6 
6۰8 = )1,2,3( ٠ )5,2,5( > 1 <5 + 2124+ 312 5 = 4 


ees b-c 2x1+0x1+1x1 3 
I بسن سح سب‎ 
۱۱۱6۱ ۰/22 + 127/12 + 12 ل‎ 2 /5+/3 


ب) 
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„BOC = cos" 08 = 39.2 » إذن‎ 


COD وت‎ oe ap a a || فقوو‎ 
= COS — == FOS له‎ | = CUS = = Ao. 
Favs 9 


0 


(a-c)b = 6(2,0,1) = (12,0,6) ج(‎ 
(a-b)c = 5(1,1,1) = (5,5,5) 


تذكر القاری of‏ الكميات مثل (a-c)b‏ هی كميات متجهة. 


: استخدم الضرب القیاسی لإثبات أن‎ (A,0) 


cos(A + B) = cosAcosB + sinAsinB 


اخل : 
نفرض أن Va‏ و Vg‏ متجهان في الستوی XY‏ وأن A‏ و B‏ هما الزاویتان اللتان 
یکوناهما مع حور × على التوالي LS)‏ هو مبين في الشکل آدناه). عندئذ : 


Vg = |vgl (cosB,sinB,0) و‎ va =|v,4|(cosA, sinA, 0) 
. Va Vg = |val|vglcos (A - B) ومن ذلك نجد آن:‎ 


. V4 ٠ Vp = |v,||vg|(cosAcosB + sinAsinB + 0) : ومن ناحبة آخری‎ 
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AT‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


وبهذا يكون: 
cos(A — B) = cosAcosB + sinAsinB‏ 


: نجد أن‎ B= - € وبوضع‎ 
cos(A + C) = cosAcosC - 6 


(sin(—@) = —sin@ (لاحظ أن‎ 


إذا کانت؛ ۰8 ۰6 8 BLS‏ التمرین (AY)‏ فجد WS‏ ما یلی : 


axd iXC iad XD 
. و © والزاوية بين © و‎ b الزاوية بين‎ 


اكتب معادلة كل من المستقيمين في التمرين (۸.۳) الفقرة (ج) على 


TXP=q الصورة‎ 
: الحل‎ 
axb = (1,23) X 20,1) 0 
= )2 <1 - 3 <> 0,3 <<» 2- 1 x 1,1 × 0-2 x2) 
= )2,5,-4( 


axe = (1,2,3) x LLI) 
= )2 (1 - 3 < 1,3 «1 - 1 <« 1,1 «1 - 2 x 1) 
= )-1,2,-1( 


axb = (1,2,3) x (5,2,5) 
=(2x5-3xX2,3x5-1x5,1x2-2x5) 
= (4,10, —8) 


|b xel _ |(—1, —1,2)| V6 


(BOC) ۱۵۱۱6۱ ۰۷22 +12V12 +12 +12 V5V3 (o 


https://maktbah.net 


AY المتجهات‎ 


E 2 د‎ amd 0 
(BOC) = sin™ ۴ = 2 » OS! 
(AE) وهذا یتفق مع ما وجدناه في التمرین‎ 
— a (==) 1 
(Lop Le sin” * — | = çin ے‎ | — sin 1 (=) 
(cop) ( ۹۱ ۷/4 / 3 
9 5 


ج) با أن الضرب التجهي SY‏ متجه b‏ مع نفسه يساوي صفرا (0 = (b × b‏ 
فمن المکن كتابة العادلة 5 + © = ۲ على الصورة الطلوبة بضربت 
طرفیها بالتجه ‏ لنحصل Ne‏ كا © < ۲ ۷ + ا ©  <‏ ۲ 7 
وبهذا یکون (4-,2,5) = )2,0,1( × ۲ . 


وبالكل ¢ 0 << xd‏ و أى آن:(0,3ا,3) = )5,2,5( rX‏ . 


وتو 


لنفرض أن ال مثلث منشأ من التجهات ٩) = + Oly Cid ca‏ (کما هو 
مبين في الشکل Cobol‏ عندئذ : 


erp وت‎ 


axc=ax(atb)=axataxb=axb 
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AA‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
لنفرض أن 8 هي الزاوية بين © و © (تقابل الضلع Oly (b‏ الزاوية بين © و 5. 
وبهذا یکون : 
axb - ۵‏ 


axb << E= 6‏ 
ومن ذلك نجد أن : 
|b|sin@ = |c|sinB‏ 
OF‏ » بفرض أن 7 هي الزاوية القابلة للضلع © فان »= ۲6+ ۷ 
وأو 180( وآن 57۵ = )@ — siny = sin(r‏ . 


Ib] ۱ 


sinê siny 


í إذن‎ 


وبالثل » باستخدام DX‏ دبل آن : 


lal _ عا‎ 


sinx siny 


: هی كما في التمرين (۸.۲) فاحسب‎ 6 ib <a إذا كانت‎ (A.A) 
.a.(b xd) «<a-(c xd) «<a-(b xc) (i 


بت أي ثلاثة من متجهات الموضع الأربعة تقع في مستوى واحد ؟ 
ج) للمستوی في الفقرة (ب) ۰ جد العادلة الديكارتية والعادلة التجهة ثم 
جد السافة العمودية بينه وبين نقطة الأصل. 


a» ط)‎ X ©( = (12.3) [OD x L1] (| 
= (1,2,3) - (—1,-1,2) = 3 
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المتجهات A۹‏ 
a-(cxd) = (1,2,3)-[(4,1,1) x (5,2,5)]‏ 
٠ (3,0,-3) = -6‏ )1,2,3( = 
a-(bxd) = (12,3) - [(2,0,1) x (5,2,5)]‏ 
0 = )5,4— ,2—( 1 )12,3( = 
ب) إذا كان الضرب الثلاثي القياسي لآي ثلاثة متجهات يساوي صفرا فان 
حجم متوازي السطوح المنشأ بواسطة هله المتجهات يساوي jie‏ وهذا 
يحدث فقط ادا كانت التجهات تقع على مستقیم واحد أو مستوی 
واحد. ومن الفقرة (Í)‏ وجدنا أن ٠ )2 x d) =p‏ 0 وبهذا تکون 
المتجهات d.b <a‏ في مستوى واحد. 
(E‏ التجه العمودي 7 على المستوى هو الضرب المتجهي لأى متجهين في 
الستوی ٠‏ ولیکن 8 ۷ ونری آن: 


n=-axb= (2,5,—4)‏ 
إذن معادلة المستوى المتجهة هی : 
r. )2,5, -4( = 0‏ 


حيث إن ”7 نقطة في المستوى و 0 ثابت (انظر الشكل أدناه). 
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T‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


r= a del‏ (على سبيل المقال) نجد آن: 
d = (1,2,3) - (2,5,—4) = 0‏ 
وبهذا تكون المعادلة المتجهة للمستوی هي : 
r-(2,5,-4) =0‏ 
أو 0 = (4- ,2,5) + (x, y, Z)‏ . 
وأما المعادلة الديكارتية للمستوی فهی : 
0 = عقف LiF oy‏ 
آما بالا للمسافة العمودية بين الستوی ونقطة الأصل فهی تساوي صفرا 
لأنها تساوی الطرف الأيمن من معادلة الستوی التجهة عندما یکون التجه العمودی 
على الستوی هو متجه طوله 1. ویکن أن نجد ذلك بقسمة طرف العادلة على القدار 
|(4- ,2,5)| وهذا لا يغير من قيمة الطرف الأيمن للمعادلة المتجهة آعلاه. 


0 احسب الف رب اللات ى القیاسی للمتجهات p (L24)‏ 
ای 9ک کی متا خطیا F‏ عل س ال 


LS‏ التجه الثالث کترتیب خطی للمتجهین الا خرين ؟ إذا كانت 
الإجابة بنعم فجد هذا الت ركيب الخطى. 


fet 


٠ [(2,0, —3) x (—4,4,17)] = (1,2,4) ٠ (12, -22,8) = 0‏ (1,2,4) . 
Ley‏ أن الضرب الثلاثي القياسي يساوي صفرا فإما أن تقع التجهات على خط 


مستقيم واحد وإما أن تقع على مستوى واحد. وبهذا فإن المتجهات مرتبطة خطيا 


https://maktbah.net 


المتجهات q)‏ 
(ليسث مستقلة خطيا): Ley‏ أن التجهات ليست مضاعفات لبعضها بعضا ومن ثم 
فهي ليست متوازية ونرى أنها تقع في مستوى واحد ومن ثم يكون بالإمكان كتابة 
a(1,2,4) + B(2,0, —3)‏ = )4,4,17—( )*( 
حيث إن 0 و 6 ابتان. وللحصول على قيمة كل من الثابتين 0 و P‏ نضرب طرق 
العادلة قیاسیا متجه عمودي علی (3- ,2,0) وهو )3,0,2( لتحصل علی: 


a(1,2,4) ۰ (3,0,2) + B(2,0,—3) ۰ (3,0,2)‏ = (3,0,2) ۰ )4,4,17—( 
0 + 116 = 22> 
ونجد أن 2 = a‏ وبالتعويض عن قيمة 0 ف المعادلة (*) والحل نجد أن : 


a x (b xc) = (1,2,3) x [(2,0,1) x (1,1,1)] 
= (1,2,3) x (-1,-1,2) = )7,-5,1( 
(a-c)b —(a-b)c = 6(2,0,1) — 5(1,1,1) (7, —5,1) 
"۸8۸6۸1 ومن ثم فان متطابقة‎ 


ax(bxc)=(a-c)b—-(a-b)c 
AB AC AB 


1 


https://maktbah.net 


أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


: كالتالي‎ cb ۰ © مقلوبات المتجهات‎ G5 CAN) 


c= (aX b/s cb’ EERO d = PXS 
.5 = 0۰00 6( إن‎ d 
a:b’ =at وأن 0ت‎ a-a' =b-b' اتست أن 1= ع مهات‎ 


سيب الطیرب الثلاقن القباسى OLS Ww Capel leh‏ × 
تركيبا Lbs‏ للمقلوبات esl‏ أن معامل ۵ هو AX‏ 


: fet 


بضرب التجهات «<a‏ ۰ 6 قياسيا بالتجهات o ib’ ca‏ على التوالى 
(bx c¢)/s=—s/s=1‏ كت asa’‏ 
b-b' =b.(cXxa)/s=s/s=1‏ 
Geo =¢€-(E% b)/s—s/s=—1‏ 
| لاحظ أن .([a, b,c] =a-(b x e) = b (exa) =c: (ax b)‏ 
كما أن : 
0 ختورره فاع أدج ع ep‏ 
=a-(axb)/s=90‏ 6*6 
وذلك OY‏ الضرب الثلاثي القياسي يحتوي على متجهين متساويين. 
الضرب الثلاثي القیاسی للمقلوبات هو: 
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1۳ التجهات‎ 
a’ : <> رت‎ = (b X c) ٠ ((c x a) x (a x b))/s3 
= (b xc)‘ ([b ٠ (c x a)ļa — [a (c x a)]b)/s3 
= (b x c) ‘(sa - 13 
=a (PRES 
= p/a = 1/8 
: فان‎ x =x a' + و6‎ + yc وأخيراً » إذا كان‎ 
a-x=xa-a'+fa-b'+ya-c’ =x +0 + 0 
.۷ < ۰2 وبالمثل» 9۰2 = 6 و‎ .»= a.x » ادن‎ 
Laid مسائل علم ریات‎ ben کنو‎ gral تدم مكلويات‎ 
او امد.‎ 
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wD) pw) 


المصكوكات 


MATRICES 


)4,1( جد 8 + ۸4 ير - كر هش Cu BA‏ ادا : 


peP 3 a pY 


2 1 4 0 
Git‏ من صحة : 


det(AB) = det(A)det(B) و‎ (AB)? = ATBT 


الحل : 
z+ 6‏ وی 4+8 


A-B 2-0 2-4 =(1 2 


EE I“ m 
go GAL 16 5 
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4 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
يبين هذا JEM‏ البسيط أن عملية ضرب المصفوفات ليست إبدالية في العموم » 
أي أن AB ± BA‏ حتى في الحالات التى يكون فيها كل من AB‏ و BA‏ معرفا. 
FS 0572 1 76 3%... 76 10‏ 
OG 2) = (Go w= A‏ ر( = BT AT‏ 
'(48) = 
„E He 0 ۳۳‏ 
det (A) =| | - 2 1x1=3‏ 
B 3 0 3‏ 
det (B) =|, | 23*4 - 0*3 2 2‏ 


. ۱65 i چ‎ 5 
=| |رر‎ > 1 3x10 = 36 
= det(A) det (B) 


.det (AB) 


)4,1( بين كيفية استخدام محدد مصفوفة من الدرجة 3 × 3 في حساب كل 


من الضرب التجهي والضرب الثلائي القياسي 


: المحل‎ 
a = (a1, Az, Q3) = 4,1 + aj + ask 
b = (bı, b>, bz) — bi -+ bj + bak 


C = (665,03) = Gi te] + Ck 
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لصو فات ۹۷ 
حيث إن k J cL‏ متجهات وحدة في اتجاه احاور cy cX‏ 2 علی التوالی. 


عندكل : 


i j Rk 
dı 02 اجه‎ = (abs — b2,a3)i — (a,b3 — b,a3)j + (a,b — byaz)k 
bı b, bs 
= (azb3 — b2a3,a3b, — ba, a,b» — ba2) = a x b 
C1 62 C3 
dı d2 43] = وی‎ — b2a3)cy E (azb, — bya, و6(‎ + (a, bz - b,az)c3 


= (a x b)ici + (a X b)2C2 + (a X b)3C3 = (a 2 b) aoe i 


من المکن استخدام خواص امحددات للحصول على بعض خواص الصرب 


التجهي والضرب الثلاثي القياسي فمثلا : 
axb=-bxa -١‏ لأنه عنداستبدال صفین (آو عمودین) في مصفوفة 
نضرب ysl‏ پالعدد 1- . 
-Y‏ إذا كان © موازيا للمتجه ط فان 0 = ط × © لأن قيمة احدد الذي 
يحتوي على صفين متساويين تساوي صفرا. 
اذا كانت ca‏ 8 » مرتبطة Llas‏ (أي تقم على الستقیم نفسه أو 
الستوی نفسه) فان (ax b)-c=0‏ لأن الفرق بين أي صف 
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۹۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


a =1 1 
=L 2 
L: = 


ومحقق من المساواة = CE = Cer‏ 


: اخل‎ 
adj(C) 


ED جر ماع‎ IX لا‎ KX (=1) (=1) k2—1 X(=—1) 
(xD xs 2X امه زات‎ )-[( 1x1-2x2 
1 x 1— )-1( x (—1) )-1( x(-1)—-2 x1 2 x (-1) - )--1( x1 


Ü -l‏ له 
8- 1- وب | 
ai. ot‏ 0 


det (C) = det (CT) = 


2 i ەه‎ 
= ل‎ 1 
1 ا‎ = 
= 2 x (—1) + 1 x 0 + (-1) x )-1( = -1 


i104 
adj(C 
تن‎ = SD = (1 1 1 : ادن‎ 
et(C) مأ‎ 1 1 


وللمطقق من الساواة لاحظ أن 


0 0 1 2-3-4 لد سل وا 2-1 
1= )0 1 18ك | 4-842 #2 Omi‏ 1-140 ) - وم 


FR OF else as 0 0 1‏ ات 


المصفوفات 44 
0 0 1 تاه يت 2407 

كت إن 1 0| £42.31 ابا بانب 8ب دوج ابم OC‏ 
1 0 0 ةعس Oi Fai dj]‏ 


(9.5) أثبت أن القيم المميزة للمصفوفة البرميتية جميعها حقيقية وأن المتجهات 


المميزة المقابلة لقيم نميزة مختلفة متعامدة. 


الحل : 
لنفرض أن ,2 و 2 هما المتجهان المميزان المقابلان للقيمتين المیزتبن 
Aj‏ و ۸ على التوالي للمصفوفة البرميتية A‏ عندئد : 


(\) Ax; = AX; 
(Y) Ax, = / Xk 


وبأخذ منقول المعادلة رقم (۱) والمرافق المركب للمعادلة رقم (Y)‏ نجد أن : 
xj" 4" = Ajx;"‏ (۳( 
A Xr = Aq Xp"‏ )2( 

GE =A. ole (Arye تيد‎ Ol Ge) 

بضرب العادلة رقم (Y)‏ بالمتجه 2 من اليمين وضرب العادلة رقم (E)‏ 


بالمتجه 37 من الیسار تحصا على : 


fe‏ بے فد رل 
xj A Xk = AjXj Xk‏ )2( 
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و ١٠١‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
xf Axe = AX] Xk‏ )1( 


بطرح العادلة رقم )1( من العادلة رقم (0)نجد أن : 
xj AT xy — Xj AT = Ax] Xk — ARX] Xk‏ 
وبا أن A OY) AT = ۸٩‏ هرميتية) فنری أن : 
0 = ۲ ود( 2 - (A;‏ 
بوضع (x) x7 < 0 oY) Aj =A; swe FS‏ 
إذن » القيم المميزة للمصفوفة البرميتية هي قيم حقيقية. 


وأخیرا » اذا كان Aj # Ak gJ#K‏ فجن آن + 


ويهذا تکون التجهات الميزة القابلة لقيم نميزة Lake‏ يجب أن تکون 
ETRE‏ 

تسمی الحالة التي يكون فيها 2 = Aj‏ حالة مضمحلة » وفي هذه الحالة 
التجهات المميزة القابلة تقع في مستوى واحد. Lil Ley‏ نستطيع الحصول على أي 
نقطة في المستوى كتركيب خطي لمتجهين أساسيين غير متوازيين في الستوی فنختار 


a! b* ol sy Ci‏ هو الضرب القیاسی لمتجهين مركيين © ۳ b‏ « فإذا a=b OLS‏ فنحد 
oY ata’ < 0‏ ذلك هو مربع معيار 4. إذا كان 0 # © و #0 5 و a#b‏ فانهما يكونان 


متعامدين إذا كان 0 = *ط aT‏ 
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المصفوفات ١٠١1‏ 
المصفوفة حقيقية ومتمائلة فان *4 = 4 و 4 = ۸ > ولذا فهى حالة خاصة من 


الصفوفة الو وعلیه فان النقاش الاج قى صحیحا فق هذه اخالة ضا 


1 0 1 
4= -1 o) 
1 0 1 


جد القيم والمتجهات المميدة للمصفوفة 4 . 
تحقق من أن المتجهات المميزة متعامدة. 
تحقق من أن مجموع القيم المميزة يساوي أثر المصفوفة . 


تحقق من أن حاصل ضرب القيم المميزة يساوي قيمة محدد المصفوفة . 
جد مصفوفة الا ستقصار با ستخدام متجهات نميزة معيرة للمصفوفة 


.00* = 010 = I من صحة المساواة‎ Git 
هو بالفعل مصفوفة قطرية‎ 0740 =A PLII تحقق من أن تحويل‎ 
A عناصر قطرها هي القيم المميزة للمصفوفة‎ 


الحل : 
أ ) القيم المميزة للمصفوفة ۸ هي حلول المعادلة المميزة 0 = det(A - AI)‏ 


det(A—Al) =| 0 -1-a 0 
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أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل gle‏ 


/ 1 


>*| 9 ويه ف 
a ht) 1 1-2‏ 


A)(A* — 22 +1 -1(‏ + 1) = 
)2 - 0( + 201 = 
إذن » القیم الميزة هي 0 < ۰2 1- < ۰2 2 < 2. 
okey‏ التجهات المميزة المقابلة للقیم الميزة نقوم بحل المعادلة : 


)۸ —AI)X =0 


وبحل هذا النظام نجد أن التجهات المميزة المقابلة للقيمة المميزة 0 A=‏ هي : 


xy gt 
عدد حقیقی.‎ tO) حیث‎ 920 


Z =i 
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١١ المصفوفات‎ 
1 


بوضع 1 = ٤‏ فصل على اج المي ) ( وبتعيير هذا التجه Sead‏ 


0 
=l‏ 
على المتجه المميز المعير (طوله یساوی 1). 


: تج ار نحصل على النظام‎ -1 lite 
ح ج ل بر رم‎ 0 
x+2z=0 


ونرى بحل هذا النظام أن المتجهات المميزة المقابلة للقيمة المميزة 1- = ۸ 


X Û0١ 
عدد حقیقی.‎ t Ol حیث‎ 0 = 0 
= 5 0 


بوضع 1 C=‏ محصل على المتجه المميز المعير. 


-f 


< 7 + زر 
—3y = 0‏ 


وبحل النظام نجد أن المتجهات المميزة القابلة للقيمة المميزة 2 = 2 هى : 


x tN 
go uence (5)=(0) 
١ 7 t 
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أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


وبوضع 1 = ۶ والتعيير نحصل على المتجه المميز المعير: 


ب) با أن : 


۳,۰ و6‎ = XTX, = - 11 0 4+ 0 1+ )-1( x 0] > 0 


1 ۱ 1 if 
= +0x0+(-—)x—== 


~ d 
X, ۰ و ۷7 < ول‎ =—x = 
2ل 3 3ا‎ V2 V2/ V2 


X- +X, = XIX, = —[0x1+1x0+0x1]=0 


1 
۷2 
فنجد أن القیم المميزة متعامدة. 
trace(A) (z‏ (آثر (A‏ هو جموع عناصر قطر A‏ آی أن : 
trace(A) = 1 —-1 +1 =1‏ 
جموع القیم المیزة شو : 
1= 2 + 1 - 0 
اومن ثم فهما متساویان. 


د) حاصل ضرب القيم الميزة يساوي 0 = 2 × (1-) OX‏ أما محدد 


المصفوفة فهو : 
3 ) 1 
0= (1 - 1) عات ع 0 1- det(A)=|0‏ 
Q 4‏ 1 


وبری أن حاصل صرب القيم المميزة يساوي محدد المصفوفة. 
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ا لصو فات ۵ ۰ \ 


1 . 1 
./2 V2 -( = | 
O=|0 1 0 |=—=|o0 v2 0 
~4 ا و‎ ۷2۱-۰ 0 1 
12 12 
و) لاحظ آن‎ 
rf O yl D =i 2 0 0 
00 = o 12 1 1/2 a (= 2 0) - 
-A 0 1 1 0 1 0 0 2 
بل‎ 0 -iri © A 472 0 8 
i 0 L¥St Û 13 0 0 2 
Of 00 =1 Mess 
: ز) لاحظ آن‎ 
ia O KA 0 1 , 2 0. 0 
ora = (0 ۷/2 2 = 0) =F (0 لد‎ 2 o) 
V2\, 9 1/1 0 1/ V2\2 0 2 
ولذا فإن‎ 
0 0 0/1 0 1, 4/0 0 0 
1 = ۱ ۱ تسین‎ 
orao =3(0 2 o) ۵ ۷2 0) =3(0 2 1 
2 Û wrt oO 1 0 0 4 
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١٠١7‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0 0 ۸ 0 0 0 
orao = 6 =] 0) =(0 2 1‏ 
A‏ 0 0 2 0 0 
عند حسابنا للقيم والمتجهات المميزة لمصفوفة حقيقية متماثلة (أو هرميتية) 
يكون من الناسب التحقق من أن : 
-١‏ مجموع القيم المميزة يساوي آثر المصفوفة. 
1- المتجهات المميزة متعامدة. 
۳ حاصل ضرب القيم المميزة يساوي محدد المصفوفة. 
وإذا لم تتحقق أي من هذه الخواص فهذا يعنى وجود خطأ في حساب 
القيم والمتجهات المميزة. 
ويجب التأكد أيضا من أن جميع القيم المميزة حقيقية. 
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Jw انمتن‎ 


الاشتقاق الجزئى 
PARTIAL DIFFERENTIATION‏ 


0 È 
& استخدم اباتع الاساسية ساب الاشتقاق اطزئی‎ ١ 
gi 


LE y= حيث إن‎ (= 


مر 017 gi‏ 
oz‏ 027 
احسب (بأنی طریقة) IS‏ من يو ال ay?‏ 


a = am A 3‏ 02 قلح 
ثم حقق من صحه المساواة we‏ 


z(x + ôx, y) - z(x,y) 
eee 


) OX /)1 )ار(‎ 2 


( 

gnl 7 
5 
( 


<< iml? + 3,2 عرق‎ + 3xdx? + 6x? — x? 
T 8x50 (1 — 6 

5 Sx FIO و۵‎ SRF 

T 6x90 (1-y) 1 برح‎ 


۱ 


أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
z(x,y +8y)-z(x,y)‏ ; 
سوت سر ( 


7 


1 
5 تآ‎ ôy) )1- ۳۱ 


۱ 


= lim 
reli 

23])1 - مر - 1) - (ر‎ - ôy)] 

6y(1—yp—- óy) —#) 


3 


TS 
LS 
کے‎ TT يبع نے‎ CIR 
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(= 
Oy/ a 


0 Be y? )- x 
~ sy-0\G—y—dy)1—y)) (1—y)? 
02 0 a 0 3x" = 6x 
x? A@xy\Ox/y بر 1 یبد‎ 1-y 
ĝ?z _ ð (2) _ 0 ( x? l or. 
dy? dy, \dy/,, ل 2(مزر- 1)أينزرة.‎ -y 
027 0 =E) = Of x = 3x? 
ðxðy ax, \dy axy ۱01 -7(2 a-y)? 
dz ô 2 oð 3x? o 3x? 
ðyðx - Oy, \Ox/y OV, 1-y سر‎ y)? 
العانية الختلفة تکون متساوية ؛ إلا‎ g على الرغم من معرفتنا أن الشتقات‎ 


أنه یکون من الناسب التحقق من ذلك. 


الاشتقاق الحزئى ۱۹ 


ا 6 تیش ١‏ | = ( فا ۱ پات ؟] ؟ 

اد كا f (x, 14 Z) COS (xyz)‏ فا i‏ 02002 وذلاك 

بتثبیت ملائم للمتغیرات. 

اخل : 

df 4 E 
رو‎ NG 8 = —xysin(xyz) 
0 0 0 
By ul - TA HIN = —x*yzcos(xyz) — xsin(xyz) 


af a (Pf 
001707 - OXyz 2 
= x*y*z* sin(xyz) — 2xyzcos(xyz) - xyzcos(xyz) 

— sin (xyz) 


= (x*y*z* — 1) sin(xyz) — 3xyzcos(xyz) 


: المعادلة‎ jas x? = y*sin (yz) öl adi (\ Y) 


(3x/ðy)-(3y/3z)x(3z/ðx)y = -1 


(\) x? = sin (yz) 


0 x g 
— (1 = 2x (=) = y* cos(yz)— (yz) + 2ysin(yz 
ay, Y ۳ y O25; (yz) + 2ysin(yz) 


A a 
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١٠‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
Ox y*z cos(yz) + 2ysin(yz) 8‏ 
ee ly‏ ر إن 
2x‏ 021 
dy‏ 0 0 
9 )=( 2 ی e‏ یت di‏ عب 
sin(yZ)‏ ۱ مه | 27 + az. (1) = 0 = y* cos(yz) 27 (yz)‏ 
dy‏ 01 
ریا se‏ ۱ 2 — 
y cos(yz) ۳ +z (5) | + 7 cal sin (yz)‏ 
:= 
B- eon ig‏ م 
 y*zcos(yz) + 2ysin(yz)‏ مر 02 


0 0 07 
و‎ (1) > 2x = y? costyz) دج‎ (92) = °5 (y2) fal 


2 _ 4 )5( 
ا y 73605 (yz)‏ 0261 
من المعادلات (۲)؛ (۳) + )2( نخلص إلى آن: 


S), (5a) (ae), ~~ 


Tay) < 7701 -ytx) لتکن‎ (14,8) 


)-<,<( عند التقاط (2,0-) و‎ Vf احسب متجه الیل‎ (i 
. و(03)‎ 
)-1,0( جد النقاط الحرجة الواقعة داخل الثلث الذي رژوسه‎ 
.)0,1( و(0,0) و‎ 
عند النقاط المعطاة‎ Vf ارسم بیان الدالة داخل هذا المثلث وبين اتجاه‎ 
. )( في الفقرة‎ 
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۱۱ الاشتقاق الجزئي‎ 
: ال‎ 
Of _ 0 2 LA 6 
6 m to (xy —xy* + x*y) =y(1— y + 2x) 
(2) = “i + x?y) = x(1 — 2y + 
ay). =y. xy — xy" t Fy) = 2¢ y+ x) 


5 ۴۸ Of 


— ادن‎ 
37 iy) = (y(1 - y + 2x(,x)1 - 2y + ×(( « ادن‎ 


وآخیرا : 
goth op 3 3‏ 
f 2+1 = 14)‏ 
T 8 1 0‏ 5 
)7,9( = 277 1 
ب) النقاط الحرجة هي النقاط التي تحقق 0 = VF‏ ومن ذلك نرى أن : 


2x) > 0‏ + بر - y(1‏ 
x(1—2y+x) =0‏ 
عه اع 1 1 
رول ادلی Las‏ کید اي a a‏ لرا لاحل 


المكليف: 


ج) بیان الدالة داخل المثلث مبين في الشكل التالي. 


10 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


1 زه + - )زو << 1 


من الواضح أن النقطة احرجة هي نقطة صغرى (من الممكن التأكد من ذلك 
e‏ 1 1 1 5 
من المشتقة الثانية) OF‏ قيمة f‏ عند )=( تساوی ۳ ولكن اضلاع 


)42,0( اذا كانت0 = v)‏ ,1) حيث إن +y‏ × = ںا و 272 + بور + v=x?‏ 


فاثت أن : 


x+y= 22|(0z/dy), = (dz/dx),,| 


f=fuv)=05 af = (E) au + (S£) av=o 
(an), (Ge), - - (50), a), « 
voo O-O preg] مد‎ 


A, 
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الاشتقاق احزئی VYT‏ 


۳ (ia), ~~ Go), 


OZ e 
x+2z 86 | ای ان‎ 
01 5 د‎ 


بقسمة (۱) على (Y)‏ نجد أن: 


2x + بد‎ + 2 (=) =x+2 (=) 
EI “Nax, ~ “\9 


x 


)19,1( استخدم التعويض 66 + × < ا و 6 - × = ا لاختزال معادلة 
gm‏ 


2027 27 


: fet 


OZ OZ 
z= HEVI dz= (=) du + (7 dv 
Ou/ ور‎ Via. 


(=), = (aa), az), + (0), Ga), = Ga), * (e), 
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١١‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


كسا ا 
‘OZ 07“ /du (OZ OV OZ OZ‏ 
bee, 2-9‏ يجا ae)” Ge) e,‏ 
بر OVI‏ ور 014 tf, duly NOC! + duly GEL.‏ 
)+ 2۵ 5 - = 0 0*42 
Ax, \dx/, lðu, ðv,il\ðu/, \dv/,,‏ 022 
g 0 (=) 5 0 (=) 5 0 (=)‏ )=( 0 5 
Ou, \du/, O NOH, Ov,\du/, dv, \dv/,‏ ` 
ومن ذلك نرى أن: 
0z 22‏ 27 +027 )\( 


axz ðu? ðuðv ðv? 


d'z @ = -| 02 û || m =j 

2۳2 at Nat), (dau, اوه‎ Ou, ° \av/, 
a u a “(e 
~ “au, Qul, j Ov/,, “Ov, 5 Qul, 1 dv, 


0z 062 02 02 m 
(ï) — = بت 2 لالح‎ 6 Yd} 
777 ME > Be 


1 ۱ 
بضرب العادلة برقم(۲) بالعدد 2 وطرح الناتج من العادلة رقم (۱) نجد 
ال : 
Q*z‏ چگ 1 gz‏ 


022 62012 ` 0 
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الاشتقاق ١١ SH‏ 
ولک 
| 2_102 
ax” ©* 01‏ 
وبهذا نخلص إلى أن : 
0 
007 ' 


لاحظ آنه من الممكن الحصول بسهولة على المؤثرين التفاضلين 0/0 
و 0/80 من صيغ المشتقة الأولى (dz/dt), ۳ (0z/Ox),‏ وذلك بتریب 


المعادلات بحيث يظهر 2 دائما كحد أخير في الطرف الأيمن» فمثلا 


() سره - كد 6 )=( 
٤ du =| (z)‏ 
وبهذا يكون: 
0 0 0 


dt, Ou, ` ov, 
إن معالجة المؤثرات التفاضلية يشبه معالجة الصيغ الجبرية الاعتيادية عند‎ 
الضرب وفك الأقواس وهكذا. لاحظ أن معادلة الموج هي معادلة سهلة المعالجة‎ 
u ENET ومن ثم‎ y و‎ × Gals © وذلك لأن © ثابت » فلو كان‎ 


و V‏ فإنه يلزمنا استخدام قاعدة الضرب عددا من المرات كما في الحالة : 


2000 سور (ه.‎ -focu (Z =, [= plu, v) banz Va a + (3) (=) | 
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ETT‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(۱۰,۷) جد ثم صنف جميع النقاط الحرجة الحقيقية للدالة : 


f(x,y) = y? (a? + x?) - x? (2a? — x?) 


حيث إن 8 كامس 


Ma 
0 
pa = 2xy* — 4a°x + 4x? = 2x(y? — 2a? + 2x7) 
Ox/y 
-a 
(= = 2y(a* + 2 
dy, 
02 
Ae = 2y — 4a? + 12x? 
02 ۱ 
3y? = 2004 2 x7) 
02 
ا‎ 
0207 ا‎ 


لا یجاد النقاط الحرجة نقوم بحل النظام : 
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الاشتقاق الجزئي ۱۷ 
أى النظام : 0 = x(y* — 2a* + 2x*)‏ 
y(a* + x*) = 0‏ 
ونجد الحلول (النقاط الحرجة) هي )0,0( و .(+a,0)‏ 


ولتصنيف النقاط الحرجة نقوم بدراسة إشارة det (VVF)‏ حيث إن : 


g? 04 ۱ ae 
D = det(VVf) = (=) pa 5 اه‎ 


عند )0,0( : 0 > *80- = D‏ وبهذا تکون )0,0( نقطة سرجية. 


عند D = 3282 > 0 : (ta,0)‏ ومن ثم يمكن أن تکون نقطة عظمی أو 


u Ff «OF arera ۱ ۱ ۱ 
2 ولمدا يلزهنا دراسه إشارة وق 2 درو‎ ٤ صغرئ‎ 
aF . ûf 
. 727 < د دح‎ 
f Ax? T i 


عند (0,0): و 0 > 120° = ۷*7 ومن ثم تكون )0 (a,‏ نقطة صغرى. 


عند :(—a,0)‏ 0 > 1205 = 7*7 ومن ثم تكون (0,0-) ikä‏ صغرى 
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۱۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


عند محاولة ایجاد النقاط الحرجة یکون من الناسب تحليل الشتقة الأولى بالقدر 


الستطاع. 
5 د 357 Sige tz tv af 5 df‏ ب.2 
فش هنذا التمرین ooh‏ إلى آن ,0 = £ او ا 205 = ر 
axy 1‏ ۰ 
0= 22 و 0= )2( يود إلى أن 8 دمر أن 0 = oe?‏ جمد ودرا 
x‏ 


الخيارات الاربعة نضمن حصولنا على جميع النقاط الحرجة. 


(۱۰,۸) استخدم طريقة ضوارب لاجرانج لإيجاد القيم الحرجة للدالة 6722 


مع الشرط احدي 1 SH‏ زب مزب 


eed 
F(x,y) = f(x,y) + 29(x, ¥) بوضع‎ 
= 0ج‎ + A(x? +y? -1( 
: د أن‎ 
0 Y تب‎ 
ax), = *¥ + 2x 
(=) بو‎ + 2yA 
نس‎ = —xe™ yA 
Oy! y 


لإيجاد النقاط الحرجة نقوم بحل النظام : 


(\) —ye *% + 2221 = 0 


الاشتقاق الجزئي 
2yA = 0‏ + (* وير 


x? +772 - 1 < 0 


بقسمة العادلة رقم (۱) على العادلة رقم (Y)‏ نجد أن : 


x2 -- 2 = 0 ای آن:‎ 
2:۳ at 


1 


وبهذا نجد Ol‏ =+ = ×. وبالتعویض في العادلة رقم )£( نجد أن 


ومن ذلك نخلص إلى وجود قيمتين حرجتین هما 71/2 


e ۲ 1 1‏ 
و f = e"?‏ عند t‏ و هدا موصح بالسان ادناه. 


١ 18 


(Y) 
(Y) 


(2) 


i te 9 
tpp عند‎ f - © 


F=e*Y +7202 +y? - 1) 
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۱۳۰ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


(۱۰,۹) استخدم متسلسلة تایلور بعدة متغیرات للحصول على صيغة مناسبة 


خوارزمية نیوتن ورافسون لایجاد نقاط حرجة FG) DW bore‏ في 


عدة متفیرات. . 
الحل : 
يمكن الحصول على تعمیم لتسلسلة تایلور على النحو SEI‏ (باستخدام 
مصفوفات ومتجهات) : 
FL) = ۶ (0) + (x - Xo) UF (xo) + 2) - 0) WWF (o) = xo) + =‏ 
وتتحقق النقاط الحرجة عندما يكون 0 = IVE (Xo)‏ عندما يكون : 


(x) = Vf (xo) + VVf (%o)(x Xo) + =0‏ ۷ 
Ley‏ أنه يمكن التفكير بالصيغة آعلاه على آنها متسلسلة تایلور للدالة ۷ 


(عوضاعن {f‏ 
إذا كان Xo‏ تقریبا جیدا لحل العادلة 0 = ()/7 ple)‏ اعتبار أن الحدود 


العلیا صغيرة ومن ثم يمكن تجاهلها) فان : 


(۱) إذا كانت f = fGy)‏ فإن: BL‏ کات f aXe Xu)‏ = کر فان: 
of Of‏ 
(Vf); = Ax 27‏ 
J Vf = af‏ 
a*f b=‏ 
a’ f BF \‏ 
00 032 | _ 
VVf 8 02 02‏ 


ðxðy dy? 
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الاشتقاق الجزئي ۱۳۱ 


Vf (Xo) + ۷۷ (Xo) - Xo) = 0 
[VF (Xo) 7 LVF (xo) + W(x) (X - Xo) 0] اي آن:‎ 


[VV (xo)] "Vf (xo) + I(x - xo) = 0 وهدا يؤدي إلى أن‎ 
[VV Fo) Vf (xo) = إذن « × - و‎ 


X نم‎ Xo ¬ [WF (Xo) ] Vf (Xo) وبهذ نخلص إلى أن‎ 

إن هذا يعني أنه يمكن الحصول على تقريب أفضل لحل المعادلة 0 = Vf (x)‏ 
باستخدام قيمتي متجه الیل ومصفوفة المشتقة الثانية عند Xo‏ وهذه هي الخطوة 
الأولى لخوارزمية نيوتن ورافسون: 

Xver = Xy — [VVF (xn) Vf (xn) 

حيث إن 2 هو التقريب من الرتبة . 

تعد خوارزمية نيوتن ورافسون من أكثر الخوارزميات فعالية LAY‏ قيمة 
تقريبية لنقطة حرجة (إذا كان التقريب الأولي as‏ آما إذا كان التقريب الأولي 


بدا عن tati‏ الحرجة فإن الخوارزمية تتباعد بسرعة عن الحل. 
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الفسل (فاوی عر 


التكاملات الخطبة 


LINE INTEGRALS 


)11,1( أثبت أن تكامل 327*407 + y dx‏ لا يعتمد على المسار وذلك 
بحسابه من (0,0) إلى (1,1) باتباع المسارين : 


y=” q 


ب) المستقيمان من )0,0( إلى )1,0( رس )1,0( إلى )1,1( : 


: اخل‎ 
» ase y= 2۶ فان‎ dy = 2202 عاآن‎ ) 
x x=1 
| y3dx + 3xy*dy = (° + 6x°) dx ۱2۰ [8 1 
) سار‎ x=0 


ب) من )0,0( إلى )1,0( لدينا y=0‏ و dy=0‏ 
ومن )1,0( إلى )1,1( لدینا 0 < ۶ و 0= dx‏ 


وبهذا نرى أن : 


TT 


https://maktbah.net 


re‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
x y=1‏ 
3xy*dy = 0 + | Sy"dy = |y= 1‏ + 02 73 | 
y=0‏ سر )( 


إن حساب تکامل +3xy dy‏ 730 على المسارين O‏ و (ب) دليل على 


أنه لا یعتمد على السار ولکن البرهان العام یکون باثبات صحة الشرط : 
0 0 
2 3 — رز 
o>) TA xy“)‏ ۳3 


(VAY)‏ احسب التكامل xydl‏ على المسارين )0( و (ب) المقدمين في التمرين 


(AAN) 


m 


باستخدام مبرهنة فيثاغورس لديئا : 
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التکامللات الخطية ۱18 


x 2-1 
| xydl = f 203/1 + 4x? dx 
(Ja x=0 
2udu = 8xdx olas u? = 1 + ۶ بوضع‎ 
x ادن‎ | 
jo = [Se alae 
(1) امسار‎ u=1 ۱ 


_ 1 fe el 
161 5 3 
1 E 3 8 
و کو‎ 
16 3 389 


-i „ 75 = 25(/5- 5 


` 16 15 


50۷5 +2 25۷5 + 1 
` 16x15 0 


1 = × ر و‎ = 0 ty (1,0) من )0,0( إلى‎ (o 


وق CLO)‏ إلى ba (LD‏ لت w‏ بن =dy‏ ال رفن : 
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۳۹۳1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ONY)‏ إذا كان Cy‏ لا یعتمد على الحجم ۷ وکان: 


RR‏ + 6,7 = 80 لیس تفاضلا cue Lb‏ ان 8. ثابت 


فأثبت أن العادلة تصبح تامة بعد قسمة طرفیها على T‏ . ما أهمية 


ذلك في دینامیکا الحرارة؟ 


اخل : 
ما أن Cy‏ على لایعتمد ۷ فان : 
0 
av, sv) 0‏ 
ð (RT R‏ 
ولکر == ]—|(— 
حن peo‏ ولج 


0 (C,) + 0 (—) 5 

s — | س‎ i 2 

عدن or ory‏ 
RT a‏ ۱ 2 
ورین ذلك أن 80۲+ OTS GT‏ لیس تفاضلا تا 


ولكن بعد قسمة طرف المعادلة على نجد أن: 
)=( 0 = و - )“( 0 
ONT J ۷‏ 


6 وق 
Yar 4 ay‏ 09 


وبهذا يكون : 


تفاضلا تاما. 
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۱۳۷ LLL التکامللات‎ 


قثل © في دینامیکا احرارة » التغير في الحرارة Leg.‏ آنقا یت فاشلا قافا 
فان حرارة النظام لاتعتمد فقط على الزمن الحاضر والشروط البدائية ولكن إلى كيفية 
الوصول لهذا الوضع. على سبيل المثال » للانتقال من الحالة Al (Pa Var Tr)‏ 
(Po, Va, T2)‏ من الممكن أن يكون الضغط والحجم ثابتين ودرجة الحرارة متغيرة أو 
pall‏ 
6٩4/7 Li‏ نتمثل التغير في الإنتروبيا. وبا أن 84/7 تفاضل تام فان : 
og‏ 
T‏ 
لا يعتمد على الطريقة التي اتبعها النظام للانتقال من الحالة : 
(Pi, Va Ti) 3) U (Pa, Va, Ta)‏ 
الانتروبیا هي دالة حالة» أي أن قيمتها تعتمد على الحالة ولا تعتمد على 
كيفية الوصول إلى تلك الحالة. 
من الجدير ذکره هنا أن 2 هو معامل التكامل لهذه المسألة. أ ي أنه الحد 
ae ee ee 1010 1011‏ 
باعتباره دالة W(T)‏ تعتمد على ارارة فقط من الشرط: 


3y (Cyw() = e w(T)) => aa te 
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۱۳۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(OW 2 0 ۱‏ ,. 
لا.حظ اننا استخدمنا التفاضل التام 7 Lege‏ عن الحزئى )=( لانها 
y “‏ 


دالة تعتمد على T‏ فقط. 
بتبسيط المعادلة الأخيرة نحصل على : 


dw —w 


dT T 
وهذه معادلة تفاضلية عادية من الرتبة الأولى (ندرسها في الفصل الثالث‎ 


A 
ثابت.‎ A Olde W = 7 عشر) وحلها هو‎ 
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fo pO) cai) 


التكاملات المتعددة 


MULTIPLE INTEGRALS 


: أثبت أن مساحة القطع الناقص‎ )2١( 


0 x=a b,j 1—x*/a? 
A= {| dxdy = 4 ax | dy 
القطع الناقص‎ y=0 y=0 
a 
= | pi 77 aa 
0 


a 
Ab | 
= | fat - × as 
a 
0 


وباستخدام التعويض © کچ شند أن : 
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۱۳۰ أساسيات في الملوم الرياضية : مسائل محلولة 
1/2 20/2 


a 
| 2 2 af ra“ 
at ب‎ ES) cos 9 40 => (cos26 + 1) dé = سب‎ 
0 0 0 


A = rab i إذن‎ 


لاحظ آننا استخدمنا PLII‏ عند حسابنا لمساحة القطع الناقص حيث قمنا 
بحساب المساحة في الربع الأول ثم حصلنا على المساحة الكلية بضرب المساحة في 
الربع الأول بالعدد 4. وبصورة عامة إذا كان البيان متماثلا حول محور shy‏ نقطة 
الاصل فإئنا نستغل هذا التمائل للتغلب على الصعوبات التي تنشأ أحيانا من حدود 
التکامل. والعيانا یکون من الناسب التاکد مین of‏ احالات اغات تعطینا بعض 
القوانین العروفة. فقي مثالنا هذاء إذا كان ط = © فنحصل على مساحة الداثرة 


ba?‏ حيث إن © هو نصف القطر. 


(,) بالاستعانة بشكل مناسب» آثبت أن حجم شريحخة ضغيرة في 


الإحداثيات القطبية الكروية يساوي ۲۶5۱۵4۲4044 ومن ثم 


که حدم ذلك لإيجاد صيعة خجم الكرة. 
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التكاملات المتعددة ww‏ 

اخل : 
من الشکل المبين آدناه نجد أن حجم عنصر حجمی صغير يساوي 
Or x 0‏ ولذا نج دأن حجم شريحة صغيرة يساوي 


4 من ذلك نرى أن حجم الكرة هو: 


(حجم در صغرة) ||| = y‏ 


R 0-7 227 
= | rar | 5111000 00 
=0 6-0 ~p=0 


Y 

r31" 

5 x [-cos6]§ x [o] 
0 


3 


R 4 
= اس‎ (1+ 1) x 27 = 17 


= 


ترجع سهولة حساب التكامل الثلاثي أعلاه إلى أن الإحداثيات القطبية 
الكروية تلائم الطبيعة البندسية للكرة حيث استطعنا الحصول على ثلاثة تكاملات 


سهلة. في التمرين التالی سنری أنه يمكن إجراء الحسابات باستخدام BE‏ الكرة. 
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T‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
من ادير دن أيطيا أن الشكل السابق پساغلقا على SAY‏ اسان السطسية 


للكرة وهي 


$= || cus 
کرد‎ 


8-7 0 ح‎ 
= pA | sinodé do = ۶ 
8-0 0ت‎ 


(لاحظ أن مساحة الشريحة الصغيرة تساوي (R*sinOdOdp‏ 


الناتج عن دوران المنطقة تحت بیان الدالة y= FOO‏ مع جم حاير 


إلى HB‏ سول حون 80 دور lS‏ يسار 
b‏ 


n | y? dx 


a 


اخل : 


حجم شريحة قطبية أسطوانية يساوي rdrd@dx‏ اذن i‏ حجم الدوران هو : 


(حجم شريحة اسطوانية) |{ v=‏ 
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i 


لاحظ آننا لم نستطع حساب التكامل الثلاثي في هذا الثال كحاصل ضرب 
BW‏ تكاملات أحادية بسيطة كما كان الحال في التمرين (۱۲۰۲) » ويرجع السبب 
إلى أن نصف القطر cl)‏ آعلی قيمة للاحداثي ”) تعتمد على الاحدائي : 
or = f(x)‏ ولبذا نستطيع حساب التكامل بالنسبة إلى 0 لأنه مستقل عن 
الآخرين ولكننا لانستطيع فصل التكاملين بالنسبة إلى ”7 و × OY‏ حدودهما 
متداخلة » Gy‏ الحقيقة إن محاولة تغيير ترتيب التكاملات يؤدي إلى تکاملات 


++ 


معقد د . 
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۱۳ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

إذا قمنا بتقسیم الشکل الذي يمثل التكاملين بالنسبة إلى 6 و ۲ فنری أن 
هذه الشرائح عبارة عن أقراص حجم كل منها يساوي [() MF‏ (تذكر أن 
مساحة الدائرة تساوي 7115). وبهذا يكون حجم جسم الدوران هو مجموع هذه 
الأقراص من x =a‏ إلى 9 = * (انظر الشکل المبين آدناه). 


r=f(z) 


۱ 


أخيرا ها أن الكرة تنتج عن دوران نصف دائرة رح ۴ Xt‏ حيبت إن 


: دورة كاملة فإننا نستطيع ایجاد حجمها كالتالي‎ y20 


i 31 4 
ven | عتمم = هد‎ = 17 
“R -R 


If x? (1 — x? — y?) dxdy 


في المنطقة التي تمثلها دائرة الوحدة (أي 1 = (x? + y?‏ وذلك باستخدام: 


أ) الاحداثيات الديكارتية. ب) الإحداثيات القطبية. 


اخل : 


(| 


التكاملات المتعددة ۱۳۵ 


باستخدام خاصية التماثل للدالة المكاملة x? y’)‏ - 2*)01 على 


دائرة الوحدة (انظر الشكل أدناه) نجد أن : 


x =1 y=v1-x4 
x*(1—x* —y*)dxdy = 4 | x ax f )1 - x? — y?) dy 
x*+y*=1 x=0 y=0 
1 
1 
= 4 x?|y—22y - ج‎ 1 dx 
3 do 
0 
1 
= 4 [eT ai- - 
0 
1 


8 / 
= =| x?(1 — x?)3/2dx 


0 
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۳۳ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
OF‏ » بوضع x = sind‏ جد آن 6050086 = dx‏ ویکون: 


1 1/2 
fea — x7)3/2dx = | 511129 060 
0 0 
: ولكن‎ 
sin*@sos*@ = 060 
_ sin* (28) 8 1 + cos (28) 

۸ 2 

1 205 (40) 1 + cos (20) 
= —— a بص(«س‎ 

8 2 


1 + cos(280) — cos(40) - 5 (cos(2@) + cos (60) 
= 
_ 2+ cos(20) - 2 cos(40) — cos(60) 
32 
: وبهذا نرى أن‎ 
X 7/2 


1 
x* ) 1 - x? - y*)dxdy = zl [2 + cos(2@) — 2 cos(48) - 0# 
0 


2-1 بود قبن 


‘| „ Sin (20) _ sin (48) _ sin (68)12 


التكاملات المتعددة 
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۱۳۷ 


ب) في الا حدائیات القطبية LJ‏ ۲۵۳ = 107 ولذا باستخدام التعویض 


8ح يداو 7۶۱۵ yo‏ شید آن؛ 


2*01 - 2۶ - y*)dxdy = If r?cos?0 (1 - 0 


x? +4 1 


rai 0 32 
ب‎ 4 | (r? —r°)dr | cos*0 d0 
r=0 6-0 


1 į 7/2 

m y cos(20) +1 
= | سس‎ | a de 
4 6 5 2 
"09 


5 1, ~ (20) A 


و21 4 


وهذا Gay‏ مع ما وجدنا في الفقرة (أ). 


2 +1۷ 4 <1 
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۱۳۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
Ley‏ أن استخدام الإحداثيات القطبية في هذا الثال وفر الکثیر من الجهد 

ویرجع السبب في ذلك إلى أن حساب التکامل يتم على دائرة وبهذا تکون 

الإحداثيات القطبية أنسب من الإحداثيات الديكارتية. آما لو كانت المنطقة بشكل 


مستطيل أو مثلث قائم الزاوية فإن الإحداثيات الديكارتية تكون هي الأفضل. 
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PLA 


المعادلات التكاضلية العادية 
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS‏ 


() يتناقص عدد الذرات المشعة N‏ في مركب بالنسبة للزمن ٤‏ حسب القانون 


“AN‏ له 
dt‏ 
إذا كان عدد الذرات المشعة بداية يساوي No‏ فجد صيغة لنصف 


5 1 1 ا یت N‏ 
الحياة (الزمن اللازم لكي يصبح àle‏ الدرات المشعة يساوي > Af‏ 


۱۳۹ 
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۱۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
At‏ =0 | >= 
n ۸‏ 


N 1 
2 = Noe چه > = و بت‎ -At = In(5) = -2 
In2 0.693... 
t = u ادن ‘ — ع‎ 
a a 


dy 5 2 3 E 
dx x? ١ 


0 
= + ycotx = cosecx (> 


dx 


المعادلات التفاضلية العادية 
الحل ; 
dy f dx‏ | 
E‏ ڪڪ — سس >= 
y? ۳ (|‏ — 1 


سب مسج | + 


1 ۱ ۱ 
5 ]- 701 -( + n )1 (1 
=Inx +A 


i+ 37 
> In |—=lInx+A 
L= F 


B =e سيك ان‎ 


ب) هذه معادلة متجانسة. بوضع Stas y=V‏ : 


dV y’) xy 
x2 رد‎ + =2 (+ 


dy _ 2y +xy 
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dx 
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12 أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


سس 


= — © ادن‎ 
2lnx +B ب‎ 


و 


ج) باستخدام التحويل الخطي © + × = با و ط + ر = زا جد أن du = dx‏ 
و dv = dy‏ . وبهذا يكون: 
dy x+y+t+5 dv (u-—a)+(v—b)+5‏ 
ax X—-—¥+2 du (u—a) —(v—b) + 2‏ 
a0‏ ی ۱ 
 u—v+2—a—b‏ 
الآن » بوضع 0 < ] -م - 5 و 0  <‏ -0 2 


„j ۳‏ 7 3 7 7 
عد ال ¬= 64 و == لا - 
a 27 2 :‏ 


dv u+v 


du u-v 
: س نجد آن‎ = OU ؛ باستخدام التعويض‎ OF 


dv d0 


ومن هذا نری أن : 


g4 dð utv 1+(v/u) 1+0 
“da u—v 1 OA) 1-8 
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المعادلات التفاضلية العادية Ver‏ 


d0 1+0 1+8 


“i 1-6 ° 1-86 


OS 


[= du 
1 + 6۶ J u 


=| ue | e408 = inn 3 
ite ieee °° 

1 
=> tan 10 -- 1 +0?) = Inu +B 


= ٣ 6 = Inu + In (1 + “p 


+B 


= tan“! (^) = In u 1+6 +B 


fy + 3/2 ۱ 
ean? (2 / ) = لها‎ TTF O +372 +B » إذن‎ 


x+7/2 
: د) معامل التكامل هو‎ 
I(x) = exp (| cotx dx) = exp(In(sinx)) = sinx 
: ولذا فإن‎ 


EF e a ف ی کا‎ 
2 + ycotx =cosecx > a (ysinx) = sinxcosecx = 1 


=> ysinx =x +B 


https://maktbah.net 


أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


x+B 5 
. = í الت‎ 
y Sinx 
: ھ) معامل التكامل هو‎ 
I(x) = exp (| 2x dx) = exp (x°) 
: وبهذا یکون‎ 
۱ 5 a Ps O o 
dy ۲ ۰2 = × => — (ye هد از‎ 
=> yer = | xe“ ax 
2 1 ع‎ 
=> 176+ =e +A 
1 2 5 
.«7 -<-- + ۸۰ (دن»‎ 
2 
: و معامل التکامل هو‎ 
1 ۱ 
I(x) = exp (| zax) = pt بو‎ 
: ونری آن‎ 
dy y d 
ب وير‎ E > — (xy) = xcosx 


> xy = | xcosx dx 
=> xy = xsinx — | sinx dx 


=> xy = xsinx + cosx + A 
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المعادلات التفاضلية العادية ١‏ 


l cosx +A 57 
.y=sinx t— ادن‎ 


| (۱۳,۲) معادلة بردو لى هى : 


2 + P(x)y = y* Q(x) 
استخدم التحويل 22-17 ر = 7 لتحويل معادلة برنولي إلى معادلة‎ 
تفاضلية يمكن حلها باستخدام معامل التكامل ومن ثم جد الحل عندما‎ 
: يكون‎ 


@=2 و‎ P) SOG SR 


الحل : 

بوصع it v= pie)‏ ان 
dy‏ 0 
eee‏ ل 0 كك سنا 
(a - 1)y Jx‏ 7 

وبهذا یکون : 

dv ۱ 
dy 4 — + P(x)y = y*Q(x) 


Ass ریاد‎ y* Q(x) = —(a—1):dx 


1 


۱ dv i E 
ع بوم‎ O YO) 


وق الحالة الخاصة . PH) = 000( =x‏ و 2= نجدأن: 
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۱ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
معامل التكامل هو : 
92ج = I(x) = exp )- | xax)‏ 
وبهذا نرى أن : 
2 2 0 
aA x*/2‏ كد 
T (ve ) xe‏ 


>v=1+Ae*/? 


i ادن‎ 


في آغلب الأحيان (وهذا ad (La JL‏ أن حل العادلات التفاضلية العادية 


غير الخطية یعتمد بشکل آساسي على ثابت التکامل. 
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العادلات التفاضلية العادية ۱:۷ 
| (۱۳,۵) آثبت أن الصيغة العامة للمعادلات التفاضلية العادية الخطية من الرتبة 
الأو this‏ 
LQ(x) — P(x)y|dx - dy = 0‏ 
بضرب طرف المعادلة بالمعامل (x)‏ والاختبار للتفاضل التام » آثبت أن : 


I(x) = exp ) | P(x) dx) 


: fet 
d 
I(x) |> + PCy] = ۱۵06۵ © ORE) = PODyldx = 1(@)dy = 0 
: ولكي يكون هذا تفاضلاً تامأ يجب أن يتحقق الشرط‎ 


7 ۱ 0 
By (x)[Q (x) — P(x)y]} = ax, (—I(x)) 


: oh 
—I(x)P(x) = Phan 
dx 
: وبهذا نرى أن‎ 
01 ۱ ۱ 
۳ = | ممم‎ dx > ini = | Pe dx 
: أي أن‎ 


lx) = exp 0 P(x) dx) 


https://maktbah.net 


١‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
لتكن ky = Fx)‏ + زر + Ly"‏ 


جد ال العام عندما یکون 2- = F(x) = sinx «ky = -3 6 ky‏ 
ثم جد Pl‏ الذي يحقق الشروط الحدية 0 = YO)‏ و 7 منته عندما 
00 ج 2 . 

F(x) = cos (x) « kz = Wê «ky = 0 جد ال العام عندما يكون‎ 


F(x) = cos (wx) «kg = 1 « k = 1 جد الحل العام عندما يكون‎ 


جد حل حالة الثبوت وذلك بكتابة الطرف الأيمن كمركبة حقيقية لدالة أسية 


.P = {Aexp(iwx)} مركبة ووضع‎ 
.۳ (x) = cos (2x) «kz = 4 » kı = 0 جد ال العام عندما يكون‎ 


ajl 
وبوضع‎ ©" —2c'-—3c= 0 544 هوالحل الذي‎ C(x) الحل المتمم‎ C 
: أن‎ dé g = Ae™ 
Ae” (m? — 2m — 3) = Ae™™(m — 3)(m + 1) = 0 
: الشكل‎ isle p(x) الحل الخاص‎ Lal , هط‎ Ce ol ونری‎ 
p(x) = Dsinx + Ecosx 


p' (x) = Dcosx — Esinx 
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المعادلات التفاضلية العادية ١5‏ 
p (x) =-—Dsinx — Ecosx‏ 
وبالتعويض ف المعادلة 3p = sinx‏ - م2 — p”‏ ومقارنة المعاملات نجد 
ال : 
ADH 2E =1‏ 


—4E - 2D = 0 


...1 1 
وبحل المعادلتين نجد ان E = > an‏ . إذن » اخل العام هو : 


۱ 1 1 
y=c+p=Be~*+Ce* - 2511126 + + 


الآن y La.‏ اسا ادها یک ون © ج x‏ یودی إلى أن لا < ب). 
وبتعويض 0 = y(0)‏ في العادلة نجد أن 0 = =+ 8. أي أن - وهنا 
نخلص إلى أن JH‏ هو : 

(= ات‎ 2sinx + cosx) 


ب) بوضع (x) = Ae™‏ واو عد أن: 
Ae™*(m* — 2m — 8) = Ae™ (m+ 2)(m — 4) = 0‏ 
وبهذا .c(x) = Be“* + Ce*™ OS‏ 
oY‏ بوضع p(x) = F + Ex + Dx?‏ نجد أن : 
n(x) =E + 2Dx‏ 


p” (x) = 2D 
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۱6۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

بالتعویض ف العادلة ومقارنة العاملات نجد أن : 
—8D =1‏ 
—4D -8E =0‏ 
0= وا - 2D - 2E‏ 

ان کے تال ممه وى Fe-‏ 

8 
إذن» الحل العام للمعادلة هو : 


1 
y = Be~** + Gem بو + بويع‎ 


ج) بوضم 1 = (x)‏ والتعویض نجد آن: 
Ae™* (m? + wé) = Ae™(m + iwọ)(m — iwọ) = 0‏ 
c(x) =Ae Wer + Beto*‏ 
A(cos(wox) = isin(wox)) + B(cos(Wox) + isin(Wox))‏ = 
(A+ B) cos(w,x) + )- 14 + iB)sin (wx)‏ = 


= C cos(w,x) + D sin(w,x) 
COV! .D = —i A + iB 4 C=A+B حيث إن‎ 


p(x) = Ecos(wx) + Fsin(wx) 
p'(x) = —Ewsin(wx) + Fwcos(wx) 


p(x) = —Ew° cos(wx) — Fw?sin (wx) 


https://maktbah.net 


العادلات التفاضلية العادية 01 
بالتعويض ف المعادلة ومقارنة المعاملات نجد أن : 
1= رود + E(w?‏ 


F(-—w* + روس‎ = 0 


۱ اب‎ g, 
, ۳ =0 کر بي‎ = Ha ee 
: إذن » الحل العام هو‎ 
۱ cos (wx) 
y = Ccos(w,x) + D sin(wox) + ——> 


لاحظ أن yoo‏ عندما wow,‏ 


وف هذه JLI‏ حصل على vii‏ توافقي بسيط عندما يكون التردد SOs‏ 


ونری من الناحية النظرية أن سعة التذبذب تزداد بلا حدود » وآما من الناحية العملية 
فمن المکن الوصول إلى حالة لا یتبع فیها النظام معادلة الحركة التوافقية البسيطة. 
د) بوضع 7 = (x)‏ والتعویض نجد أن : 
m= )-1 + -(۶2‏ ى 0 ع 1 + + 702 
ویکون c(x) = e */*|Asin(V3x/2) + Bcos(V3x/2)]‏ 


ioy] 


p(x) = Ecos(wx) + Fsin(wx) 
p'(x) = —Ewsin(wx) + Fwcos(wx) 


p (x) 


—Ew* cos(wx) — Fw*sin (wx) 
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١7‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
بالتعويض ف المعادلة ومقارنة المعاملات نجد أن : 


—w*E+wF+E=1 


—w*F -wE+F=0 


وباستخدام طريقة المصفوفات لحل هذا النظام نجد أن : 
زوا وال ل 
وبهذا یکون : 
چ مر مسن كات 
إذن » الحل العام للمعادلة هو : 


y = </2 | Asin(v3x/2) + Bcos(v3x/2)| 


1 
ل‎ — 
w+ w? +1 


| )1 - w*) cos(wx) + wsin(wx)] 

يصف هذا الحل حركة تذبذبية مدفوعة للتخامد (انظر الشكل التالى) حيث 

هثل الحد في الطرف الأيمن من المعادلة الأصلية قوة الدفع ويمثل y‏ الإزاحة في النظام 
والمتغير × يمثل الزمن. إن وظيفة التخامد yl‏ هی جعل الدالة المتممة c(a)‏ تقترب من 


الصفر عندما 0 ج × c(x) gg)‏ الحل العابر). 
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المعادلات التفاضلية العادية 


p(x) Li‏ فهو حل الحالة الثابتة ويصف لنا الحركة في اللحظة التى يخمد فيها 
الحل العابر. ويمكن إيجاد هذا الحل بطريقة أسرع بوضع : 
p(x) = Re{Aexp(iwx)}‏ 
p'(x) = Re{Aiwexp(iwx)}‏ 
p''(x) = Re{A(—w*)exp (iwx)}‏ 
حيث العلاقة بين السعة |4| والإزاحة الزاوية هي ۱۸۱۶ = 4. 
بالتعويض وكتابة الطرف الآيمن على الصورة R{Aexp(iwx)}‏ نحصل على : 
(—w? + iw + 1)Aexp(iwx) = (1)exp (iwx)‏ 


1 
وبهدا يكود <= Oe)‏ 
يكو —w*+iwt+1‏ 


cos(wx) + isin(wx) [—w2 + 1 — iw 

ef exp(iwx)} e| —w2? ا‎ = + 1 = 
1 ۱ 

w?) cos (wx) + wsin(wx)]‏ - 1([ سس 
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١ 6 5‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


n” = i: 8 ۳ 1 = i ع‎ E gek 
: ومن السهل ان نرى أن السعة هي ا وان الإزاحة الزاوية هي‎ 


۳ Ww 
A ال؟ او ئة للمقداد‎ Gel hie ذلك فء المعار‎ -arctan | | 
وذلك من المعيار والإزاحة الزاوية ر‎ 12 


ه) بوضع (ve) =Ae™‏ دان : 
m? + 4 = (m + 2i)(m — 2i) = 0 > m = +21‏ 
ونرى أن (x) = Acos(2x) + Bsin(2x)‏ . 
ما أن الدالة في الطرف الأيمن للمعادلة تظهر في الحل المتمم فاحل الخاص لا 
يمكن أن يكون على الصورة cer (x) = Acos(2x) + Bsin(2x)‏ عترم ذللك 
فاننا حاول: 
p(x) = Cxcos2x + ۷‏ 


p(x) = Ccos2x — 2Cxsin2x + Dsin2x + 2Dxcos2x 


p” (x) = —2Csin2x — 2Csin2x — 4Cxcos2x + 2Dcos2x 


6 + 
—4Dxsin2x‏ 
بالتعويض ومقارنة المعامللات محصل على : 
0 = )4 + )4- 
0 = لزق 
4D =1‏ 


—4C = 0 
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العادلات التفاضلية العادية ۱5۵ 


1 5 
, : 
y = Acos2x + Bsin2x + q esinex 


عند حسابنا للحل الخاص p(x)‏ وجدنا أن قيمة أحد الثوابت (C)‏ يساوي 
صفرا وه ذا متوقع OY‏ الطرف yc‏ من العادلة الأصلية دالة زوجية 
(cos(—2x) = cos(2x))‏ . ولبذا فالطرف الأيسر يجب أن یکون دالة زوجية 
Lal‏ كما أن المؤثر التفاضلي 4 a4‏ زوجي ایضا وبهذا فهو bils‏ على هذه 
الخاصية للدوال المؤثر عليها. من ذلك فان p(x)‏ يجب أن يحتوي على دوال زوجية 
فقط « وفي حالتنا p(X) = xsin(2x)‏ وهو حاصل ضرب دالتين فرديتين ومن ثم 
فهو زوجي. إن معرفتنا لنوعية الحل (زوجي أم فردي) يوفر الكثير من الجهد في 
حسابات ميكانيكا الكم وخاصة تلك الحسابات المتعلقة بمعادلة شرودينغر. 


: حل المعادلة التفاضلية‎ OYT 


2 

y dy 
سے نے‎ — 

x Aye 3 ty 0 


بتجريب الحل "= ¥ والتسويض TE‏ كيه 


۱1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
d 5‏ 
نری آن 412-1 fY‏ 
dx‏ 
d*y‏ 
A=‏ = 
dee = AX(A — 12‏ 


بالتعویض ف العادلة التفاضلية نجد أن : 


Ax*{a(a -1( + 32 + 1[ =0 + ]20-1( + 32 + 1[ = 0‏ 
0 - *(1 + 2) >= 
ales‏ فان الحذر الکرر 1- یزودنا بحل واحد فقط هو : 


-1 


y = Ax 
العام لمعادلة تفاضلية عادية من الرتبة الثانية يحب أن يحتوي على‎ JH أن‎ ky 
ثابتين فمن المؤكد وجود حل آخر. إذا حاولنا (^×)× = نر كحل آخر كما هو متبع‎ 
في العادلات التفاضلية العادية من الرتبة الثانية بمعاملات ثابتة فنجد بعد التعويض أن‎ 
هذا الحل هو الحل الذي وجدناه بات وللخروج من هذا الأزق نستخدم التعويضص‎ 

: فنجد ان‎ u = [nx 


dy dy du dy 
3 = 3 ور‎ E = ar 


2 2 
gay (2) شب‎ dy 


۳ de ~” dxdu\xdu) du? du 


وبهذا hat‏ على المعادلة التفاضلية : 
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العادلات التفاضلية العادية ۱5۷ 

وبوضع Gay Aem‏ .خن أن > 
Ae™ (m2 + 2m+1) = Ae™(m+1)? = 0 > (m + 1) = 0‏ 
ومن ذلك نحصل على الجذر الکرر 1- = ".وبا أن معاملات هذه المعادلة 
ثابتة فنری أن JAI‏ العام هو : 
y(u) = Ae 3# + Bue ™‏ 
وباستخدام التعويض u= Inx‏ خد أن : 
۶ ريو جر[ 8 + ۸۵۷۷ = y(x)‏ 


= Ax! + Bln(x)x71 
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Lepore) 


المعادلات التفاضلية الجزئية 


PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 


: للتفاضل التام‎ f(x,y) جد‎ )١5,١( 


df = ycos(xy)dx + [xcos(xy) + 2y|dy 


اخل : 


إذا كانت (0,17)/ = f‏ فان : 


: أن التفاضل تام فان‎ ky 


(۱) Fal = ycos(xy) 


df 
(ï) (=) = xcos(xy) + 2y 
dy! , 


۱9۹ 
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١1‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


فكاملة )1( بالنسبة إلى 2۶ نجد آن: 


(Y) f(x,y) = sin(xy) + g(y) 


باشتقاق )1( بالنسبة ای خد آن: 


d d 
(2) قف‎ = xcos(xy) + 0 


من (۲) و (5) نجد أن: 


0 
xcos(xy) + 3 = xcos(xy) + 2y 


d ۱ 
go) =y* + 6 ونری 0 رو وه‎ 


. f(x,y) = sin(xy) +y? + € » إذن‎ 

لاحظ آنه کان بالامکان حل هذا التسرين بطرق آخری. علی سبيل المثال؛ 
مكاملة (۲) بالنسبة إلى y‏ واشتقاق الناتج بالنسبة إلى × ثم مقارنة ذلك مع (۱) 
نحصل على دالة h'(x)‏ وعکاملة هذه الدالة باللسبة إلى × نحصل على الطلوب. 
ومن المکن الحصول على الحل نفسه (باستثناء ثابت) مباشرة وذلك بمقارنة (2,) ] 
مع ناتج تکامل العادلتین رقمي (۱) و AY)‏ 
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العادلات التفاضلية الجزئية ۱۱ 


)١5,0(‏ آثبت أن u(t) = exp (—x*/4kt)/vV4kt‏ حل لعادلة الانتشار 


du _ ع‎ 
ðt 2 


: ft 
Ou 0 1 1 û /2 
—) =exp(—x*/4kt (ae) + اط‎ 
ا ام ا‎ Jakt) ` Akt Ot, \ 4kt 
/ x’ 
= exp(—x*/4kt) |—2k(4kt) 3/2 ‘ose 
7 | #9 4kt2V4kt 
5 
= exp(—x*/4kt) = = 1 (4kt) 3/2 
(4 _ exp(—x*/4kt) ð (—x? 
ax), Akt ۰. 4kt 
= —2xexp(—x?/4kt)(4kt)~3/? 
إذن ۽‎ 


kd*u 0 أ‎ 


3x? ~ د‎ \Ox 


= —2kexp(—x* /4kt) ۳ (x) 


3 Akt)~3/? 
* Ox, (= د‎ 


= —2kexp(—x2/4kt) f 5 sa (akt) 3/2 
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11 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
“un Oe æn an‏ 
ونخلص | K — = — Ol‏ . 
ی Ox? dt‏ 


يفسر هذا الحل لعادلة الانتشار كيفية انتشار احرارة في قضيب معدني أو ترکیز 
المذاب في محلول الذوبان مع الزمن. ففي اللحظة ۶ تأخذ دالة التوزيع (في المتغير (x‏ 
شكل دالة المعرفة غير احدودة لجاوس (تسمى هذه الدالة في الاحتمال والاحصاء 
بدالة التوزيع الطبيعي). عندما يكون مركزها عند نقطة الأصل فإن بيانها يشبه بيان 
الدالة الأسية التربيعية exp(—x*/20*)‏ (انظر الشكل التالي). 

حيث العرض يساوي الثابت 0 وهر الانحراف العياري ( "و يسمى 
التباين). في حالة الانتشار يكون 1/8 cleo‏ أن الانتشار يتضاعف كلما ازداد 


= 1 8 = 3 
الزمن » أى آن العدد الکلی زیثات الذاب قى عددا ثابتا يعض النظر عن كيقية 
انتشارها. في حالة توزيع جاوس الطبيعي exp(—x*/20*)‏ یکون اخد العياري 


يساوي ۰ (01/27). 
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المعادلات التفاضلية الحزئية E‏ 


ee (TEY) 


02۷ 5 02 5 8r?mEW _ 5: 
022 2 ۱2 


هي معادلة شرودینغر للإلكترونات اخرة في فضاء ثنائی البعد. جد 
دوال الموج P‏ ومستویات BUM‏ السموحة ‏ إذا كانت اخدود 
الشرطية هي : 

¥(0,y) = 0 

Oe 0) =0 

Wia,y) = 0 

Y(x,b) =0 


: جد آن‎ (x, y) = X(X)Y(y) بوضع‎ 


d*y ۳ d*Y ۳ 8r? mEXY 2 
dx2 dy? h2 5 
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1٤‏ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
أى آن i‏ 
tax 5 202 = d d*Y TT‏ 
X dx? ko è ۷ dy2 —‏ 
أن 2y‏ 0 بر 2 dX 8r*mEXY‏ 
3 سب = — W‏ — |= اس 
و ٣‏ ي + dx? h2‏ 


X = Asin(Ox) + Bcos(Qx) و‎ Y = Csin(wy) + Dcos(wy) « o>! 


8r mE 
h2 


öl حيث‎ 


Q? =‏ .وبهذا تكون الحلول: 
Y(x, y) = [Asin(2x) + Bcos(Qx)|[Csin(wy) + Dcos(wy)|‏ 
ولكن 0 Y(0,y) = 0 => B=‏ 
0= م جد Yix,0)=0‏ 
V(a,y) = 0 > sin (Na) = 0‏ . أي أن 7/0 = 2 حيث إن ۸ 
عدد صحيح. 
¥(x,b) =0> sin (wb) = 0‏ . آي آن w= n/a‏ حیث ان l‏ 


عل د ی 
اذن » الحلول هي : 
W(x, y) = Ay sin(k nx/a) sin(lry/ b)‏ 


حيث إن L= 123, m=‏ 4 و ۳ 
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١ 6 المعادلات التفاضلية الحزئية‎ 
2 
5 h2 = ۳ 5) A oa علد‎ (0 +w?) 
: SS Se عن از‎ a Ba لک‎ 
ies 8 \a2 مستي 5ض‎ 8770 2 


هذا التمرين هو الحالة في الفضاء ثنائي البعد لمسألة ميكانيكا الكم القياسية 
"الجزئ في الصندوق . أما حالة الفضاء أحادي البعد فيمكن وصفها بالشكل المبين 
أدناه لزنبرك » البعد بين طرفيه (بعد شده) يساوي لآ. وهذا يعني Lol‏ يساوي 
na‏ 
2 
الموجة. ينص قانون بروجلي على أن العلاقة بين العزم المرتبط مع طول الموجة الكمية 
P=h/A pa‏ حيث إن ۸ هو ثابت بلانك. ولذا فالطاقة الحركية 0۶/27 


نصف أطوال الموجات. أي أن L=‏ حیث إن N=1,2,3,‏ و 2 طول 


حيث mol‏ كتلة الحزئ هی -h?/(2mA*) = h?n?/(8m17)‏ إن الصبغة 
Eki‏ البينة في التمرین هي مجموع إسهامين من البعد 1 Pr ble‏ هي حاصل 


ضرب حلين بالا تجاهين × و /[. 
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۱1۹1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


)42.3( نكن : 


_ ©1832 129 220 
2۵82 عرق م ðr?‏ 


0 


هي معادلة لابلاس بالاحدائیات القطبية )7,0( استخدم طريقة | 
فصل التغیرات لاثبات وجود حلول على الصورة: 
P(r,6) = (A,8 + B,)(Colnr + Do)‏ 

2 

(r, 0( | ررك‎ cos(p0) + B, sin(p@)|(C,r? + Dpr?) 
توایت:‎ 2 : Dec حيث ال 8 » ظ » عا‎ 
؟‎ P إذا كانت © دالة في متغیرواحد 6 فما تأثیر ذلك على‎ 
: حل المعادلة 3 الحالات التالية‎ 


|( 0 = 0)0 حیث إن © > ۲ > 0 . 


.0 >۲ > حیث إن ۾‎ lab) Teos (o 
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العادلات التفاضلية الحزثية ۱۷ 


اخل : 


بوضع R(r)O(0)‏ = )7,0( جد آن : 


dR 08 25468 د‎ 
dr? rdr 22 
2027م‎ rdR 16 


er‏ ند 


>° Rar Rar Gdo 


8 2R, dR 0 و رد‎ 026 7 
á dr? ae P ` 082 P 


0 


في الحالة الخاصة 0 = 7 نرى أن : 


dR dR 020 

dr? ar dé 

۳ d ( =) -ü a 
dr "ir ۳ g 7 
dR 

Bo‏ + ۸00 = (0)0 و e‏ عي 


d 
. | ar =C [> Ro) =C,lnr+D, ولکن‎ 
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۱۹۸ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
ویکون الحل في الحالة 0 = 7 هو : 
P(r,0) = (A,8 + B,)(C,lnr + D»)‏ 


أما إذا كان #0 p‏ فإن : 


A, cos(p@) + B,sin (p0)‏ = © (حركة توافقية بسيطة) 


dr? dr 
dR d*R ig 
و 2ب‎ Dataa- e 


> a(a—1)r* + ar“ = 6 
وا ع‎ e = by 


=> R(r) = Cyr? + Dar? 
: في هذه الحالة هو‎ JAI إذن » يكون‎ 
ي‎ )”,6( = ]6 4, cos(p8) + Bysin (p@)|(Cyr? + Dpr?) 
: إذا كانت © دالة في المتغير 0 فقط فيكون‎ » OF! 
N لكل عدد صحيح‎ @(7,@) = 60,0 + 2n) 


إن ذلك غير حقق إذا كان 0 = 5. أما إذا كان #0 p‏ فان ذلك gat‏ عندما 
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المعادلات التفاضلية الجزئية ١5‏ 
إذا أردنا ایجاد الحلول المنتهية عندما 0= 7۲ فنری أن 0 = e Dy‏ ویکون 


$(r,0) = 2 4, cos(p0) + B,sin (p0)| Cyr? 
p 
$(a,80) = Tcos8 (| 


0= و۸ عندما یکون 1 72 م ۲ 0 = 


= 16050 = ۸: 06056 > Al; =T/a 


T 
P(r, 80) =— 0050 إذن » ا لحل هو‎ 


$(a,6)=Tcosé 


¢ Base. &(a,8) = Teas ð (w 


(10-ج + 9اع)3 + e730‏ 4 36أج 3اقاديو + قاع 5 
;= ا ا سس | = COS‏ 
8 
1 


= g (cos30 + 3cos@) 


۱۷۰ أساسيات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


۱ T we 
@(a,@) = — 6050 + - 0 e (دن‎ 
4 4 
=> B,=0 و‎ p#3 sl p#1 عندمایکون‎ A, - 0 


=> P(r,6) = A,C,rcos@ + A3C3r°cos30 


وباستخدام الشرط © r=‏ نجد أن: 


3T 7 ۱ 
۳ - 0 3 ۸ = A3C3a 


3 


۱ SIT Tr 1 
.©)28(:- aq £058 + ggz £0538 : هو‎ JAI » إذن‎ 


(a,0)=Tcos°6 
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OG‏ م كار 


FOURIER SERIES & TRANSFORMS 


)10,1( آثبت أن الدوال sin (mwx)‏ و COS (nwx)‏ متعامدة في الفترة 


Ww‏ / 21 > × > 0. استخدم ذلك LEY‏ صيغ لمعاملات متسلسلة 


27۳ i 27۳ / a) 


| sin (max) cos (nwx)dx = - Í |sin[(m +n)wx]| + sin[(m - n)wx||dx 
0 


27۳/0 


1 ۱6/۶] 070 +n)wx] cos[(m - (۵۵ 
| (m + (۵ (m - n)@w 


0 


_ 1-cos|2n(m+n)]  1-—cos[2n(m—n)| 
` - Wm+n)w 2(m—n)w 
= 0 


لكل عددین صحیحین 71 و N‏ 
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۱۷ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
Ley‏ آننا افترضنا أن 6 77 (لا يمكن القسمة على الصفر) + ولکن النتيجة 
تبقی صحيحة عندما OY man‏ من المکن تبسیط الحسابات بحيث یکون الحد 
sin] (m —n)wx]‏ والحدود التي تلی ذلك Tital‏ 
ادا m 72 no's‏ فان : 
27/۵ 


| sin (max) sin(nwx) dx 
0 


211 // w 


= -> | |cos[(m + n)wx] - cos[(m — n)wx]| dx 
0 


1 = = n)wx| sin|(m — n)wx] 27/۵ 


(m +n)w (m - رن(‎ ۱ 


_ 5172701 - 2([ sin|2n(m+n)] 
` Am—-n)w  2mtn)w 


0 = 
أما إذا كان m=n‏ فإن : 
w 21 /W‏ / 21 


1 
| sin’ (max) dx = 5 | [1 — cos (2mwx)]| dx 
0 0 


۳ ۱ sin 000۵ 
2 2111010 0 
1 

0 
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۱۷۳ اقوربية‎ Tagg TE 


ar , wen 
| sin (mwx) sin(nwx) dx = 4 ” c ادن‎ 
0 0 , MEAN 
» وبالثل‎ 
si a سك‎ , 28 
| cos(mwx) cos(nwx) dx = 5 
0 0 , mtn 


إذن « sin (Max)‏ و COS (nwx)‏ دوال متعددهة في الفسترة 
2۲/۵ > × > 0 حيث إن M‏ و n‏ عددان صحيحان. 
OV‏ » متسلسلة فورييه هی : 
a, cos(wx) + a, cos(2wx) + az cos(3wx) + ۰‏ + = = 
+b, sin(wx) + b, sin(2wx) + b; sin(3wx) +-‏ 
بضرب الطرفين sin (m@x) Je Sk‏ والتکامل على الفترة 
۵ > × > 0 واستخدام التعامد الذي حصلنا عليه سابقا rad‏ على : 
2/4۵ لد /215 


| f (x)sin (mwx) dx = bm | sin“ (max) dx + 0 = — Dm 
0 0 


270 /w@ 


Dip =< | f(x)sin (mox) dx < ادن‎ 
0 
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۱۷ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
@/ 21 


bin, == | f(x)cos (mwx)dx ۰ وبا مثل‎ 


و للحصول على Ao‏ لاس أن + 


211/ لن‎ 211/ û) 
Gd, FAR 17 
| f(0) dx = | dx = 2) -0( = مه‎ 
0 0 
21 /W 
ao = — f f(x)dx ٠» إذد‎ 
0 


إن الفكرة الأهم في هذا التمرين هي مفهوم التعامد » ولهذا الفهوم تفسيرا 
Lae‏ تسظا للمسجبات حبق وة بان معامدين إذاكانت الزاوية هما 
تساوي 90 > ولكن لايوجد تفسير هندسي مقابل لتعامد الدوال. ومن الممكن إجراء 
مقارنة بين مفهوم التعامد في المتجهات ونظیره قي الدوال جبرياً على النحو التالی : 

OS‏ التجهان :© و زه متعامدین إذا كان ضربهما القیاسی يساوي صفرا: 
أي أن : 

0 = رع ۰ ,© عندما Lx‏ 
وبالشل » نقول إن الدالتين gix)‏ و gix)‏ متعامدتان ادا كان تكامل 


حاصل ضربهما على الفترة Û‏ > 2 0 ساوئ ضفرا. أي iO!‏ 
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B 
| عندما زع‎ | gi(x)gj(x)dx =0 
۳4 
فتصبح الدالة‎ W(X) بدالة وزن‎ giga) ويمكن تعمیم ذلك بضرب‎ 
فاننا نحصل على‎ (x) = 1 الکاملة هی (2(00)2) رو()رو. وبهذا عندما تکون‎ 
کترکیب‎ ۷ AS فمن المکن‎ N ميا ف فضاء متجهات بعده‎ X ols 
sl .€4,€9, €3,°°°,€n خطي لتجهات آساس‎ 
X = 0:6 + 6و0‎ tes + Ayen 
كين خطى لدوال أساسية‎ oS f(X) عکن كتابة أي دالة‎ í وبالثل‎ 
: أى‎ . ga (x), 92 )0(, 99 (x), 
f(x) = 4.91 22093 ۰ 


وضرب (9:)3(*)/ (مع ()0 إذا دعت الحاجة) وحساب التكامل على الفترة 


6 > × »0 فى حالة الدوال : 


6 0 
aj = | Fg) ax رما‎ a نه أو‎ Tel 


۱۷۹ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۱ ۱ 
1= |ه| و dx=1‏ هروا | 


ما سبق» وکن اعبار متسلسلة قر ريه للدالة fC)‏ کترکیب خطي لدوال 


أساسية متعامدة وهذه AL Les‏ شائعة ومفيدة عند الدراسة النظرية لبعض الأنظمة 


وعلی الأخص في میکانیکا الکم. 


(۱۵,۲) استخدم متسلسلة فورییه القدمة في التمرین (۱۵۰۱) للحصول على 
متطابقة بارسفال 


7 JIU ax = + Yak + 


: fet 
: هي‎ W=1 متسلسلة فورييه عندما‎ 
f(x) = > + ره‎ cos x + az cos 2x + ag cos 3x + ۰ 
+b, sinx + b, sin 2x + b; sin 3X + ۰ 
بتربيع طرفي المتسلسلة والتكامل على الفترة 2 ك × > 0 واستخدام تعامد‎ 
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۱۷۷ و وپللات فو‌ریه‎ Dhue 
2 


2 
| a 
| fel a= | ($ + aj cos* x + bf sin“ x + 5ن‎ cos* 2x + bs sin* 2x 
0 
+. [ 2 


Tao 2 2 2 2 
=> 001 + bî + 5 + b5 ++) 


وبهذا نرى أن : 


٣ + bz) 


fro 2 dx =- firo Pare tt 


we 


لاحظ أن الصيغة صحيحة علی کل من الفترتین ۲ > « > عرب 
OY Os x SAF)‏ تعامد دوال الجيب وجيب التمام وكونهما دوریتین يؤديان إلى 


القيمة نفسها لتكامل f(x)‏ على أي دورة. 


(۱۵,۳) لنفرض أن الدالة f(x)‏ تمثل موجة مثلثية حيث إن : 


X U CNR 


r9 - | =y ات نا‎ <0 
f(x+2mx) m 


لكل عادد peo‏ 
OST‏ تسلسلة فورييه هي : 
V + + 1)x]‏ 


اخل : 


E oa 2 :‏ ۱ 
تما أن الدورة 7 = — جد ان 1 = . ولذا فان متسلسلة فورييه هي : 
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\VA‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


a 
f(x) = +a, cosx + a, COS ZX + و0‎ COS IX + + 


+b, sin x + b, sin 2x + b, sin 3x +- 


1 
= 9 | f(x) cosmxdx يبع ال‎ 


TT 
2 
= — | xcosmxdx 
7۳ 
0 


sinmx dx‏ 5 ب 


2 ۲ ۰ ۲۴ 
x 


m 


= Hf a Ly 


0 


2|cosmx — 1| 


rm” 
0 , m0 يكون رواو‎ ee 


عندبا یکون ۸00 فردیا , 


mm? 


2 TE 
را‎ = 3 ES J = AR 
0 
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۱۷۹ متسلسلة و محویلات فورییه‎ 
2T 
by = > | f(x)sin mxdx = 0 Sales 
0 
: ونخلص إلى أن‎ 
rT 4fcosx cos3x 05532 ۰ 6 
(i= بج‎ eg te ee 


f= oF د‎ (2n+1) we 
n= 


)۱۵,٤(‏ جد 5 لشدة أغاط احراف الضوء باستخدام 


.4 شريحة يونغ الضاعفة بمسافة‎ Ci 


D شريحة عريضة واحدة بعرض‎ (Oo 


Mea 
تساوي مربع مقياس محویل فوريبه لدالة‎ I(q) الانحراف (أو الشدة)‎ Le 


A(x) التفاذ‎ 
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۱۸۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


I(q) = |¥(q)|* = PaF (q) 


Yq) = Y, | A(x) el dx : حيث إن‎ 


آ) في حالة شريحة يونغ المضاعفة بمسافة 4 لدينا + (4/2 + )8 = A(x)‏ 
(4/2 - )8 حيث إن Xp)‏ - )8 هى مساحة شريعة رفيعة غير منتهية عند 


Xo‏ = × (وتساوي ضفرا ماعندا دلاخ 
5(x - xo) f (x) dx = f (x)‏ | 
و مدا يكون: (a) = ۷۵ | e +d/2)‏ 


+ d(x — 0/2([ 9147 مول‎ 


= W, [g 2 5 graaz] 


= 20,05 (q d/2) 


.I(q) = 4|¥%|* cos*(q d/2) 
x 1 + cos (qd) 
A(z) I(q) 
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۱۸۱ وتو باکت فر ریه‎ Wale 


020200 ۱۵/2 ,1 
(o‏ للشريحة العريضة لدينا 500 ۲ = Aly)‏ 


: وبهذا نرى أن‎ 
D 
/2 ۱ aint 17 
Y(q) = ¥ | eax = P, | | 
D 14 [ - 
_D/, 2 
(e ba am Pla 
= ys 
tq 
2۳ 
= —sin(qD/2) 
q 
4|¥,|° ۱ 1 5 
(q) = 0 sin’ (qD /2) x چم‎ — cos(qD)| ادن ؛‎ 
I(q) A(x) 
t 1 
۱ دم‎ 


هناك بعض الدوال البسيطة الأخری التي غالبا ما حتاج إلى تحویل فورییه 


> منها‎ ch 
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\AY‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
ات as‏ الشنط ۽ أو شعاع غير منته من الرزات الحادة بمسافة ثابتة © بين 
رأسين متجاورین. إن تحویل فورییه لهذه الدالة هو Uo‏ مشط بسافة بين 
رأسين متجاورين تساوی مقلوب المسافة 0 (أي C‏ 
OY‏ وال ج ازس المقلاة ف الفسرين Pahi sbat. Y]‏ 
exp (—x*/0*)‏ وعرضها يتناسب مع 6. يحتاج إيجاد تحويل فورييه 
إلى رياضيات متقدمة وهو دالة جاوس بعرض < 
ais) T‏ لورنند وتاعد الشكل سب وهی متمائلة وتأخذ قیمة عظمی 


عند 0 = x‏ وجانبیها آعلی من جانبی دالة جاوس (انظر الشکل التالی). 


I(q) A(z) 


عرص هذه Aai‏ یتناسب “ cls W‏ رياضنيات متقدمة لایجاد حویل 


فورییه لهده الدالة انیا وهودالة Bi st Us‏ متمائلة (تشبه (e7!*l‏ 
1 


ci) 


إذا كان بعد الفضاء أكبر أو يساوي 2 فيفضل استخدام الإحداثيات القطبية 


لحساب hat‏ فورييه وهذا يؤدي إلى استخدام دوال بیسل. 


)10,0( جد تحويل فورييه لدالة © (أو رزة ضيقة لوحدة مساحة) عند: 
|( نقطة الأصل x=0‏ ب) x=d‏ 


ما هو وجه الخلاف بينهما ؟ وما الذي يمكن استنتاجه بقياس الشدة 


© [£33 


اخل : 


W(q) = Y, | 5(x) e'% dx = Y, (i 


(gq) = Y | d(x — d) ۱ dx = w eiad 


ب) د 


للحالتين السعة (المقياس) نفسها وتساوي [Po]‏ وأما الازاحة الراوية فتختلف بمقدار 
By 0‏ حالة قياس الشدّة PCa)?‏ فقط فان الحالتين تؤديان إلى أنماط انحراف 
متطابقة. ومن ذلك نستطيع الاستنتاج أن العناصر التي تؤثر على أنماط الانحراف 
تتكون من رزة واحدة معزولة دون أن يكون بمقدورنا تحديد موقعها. 

نحذر القارئ أنه على الرغم من استطاعتنا تفسير التأثيرات في OLE‏ معلومات 


عن الازاحة الرَاوية DL‏ بسيطة جدا + الا آن هذه مسألة مهمة فی احياة العملية. 
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احتمال 

إحداثيات 
إحداثيات ديكارتية 
إحداثيات قطبية 
إحداثيات قطبية كروية 
احصاء 

ازاحة زاوية 

استقلال خطي 

اسقاط متجهات 


۱/۸۵ 


تبت المصطلحات 


Stability 
commutivity 
direction 
probability 
coordinates 
Cartesian coordinates 
polar coordinates 
spherical polar coordinates 
statistics 
argument 
linear independence 


projection of vectors 


A 


اشتقاق 

اشتقاق جزئي 

اشتقاق ضمتی 

اشتقاق لوغاریتمی 

اشتقاق من البادی الأساسية 
اضمحلال 

الا حدائیات القطبية الأسطوانية 
الا حدائی السینی 

العتاسسة 

التواء 

الدوال الزائدية العكسية 
الدوال المثلثية العكسية 

الضرب المتجه 

القيم العظمى والصغرى 
الكاينماتيكا (علم الحركة المجردة) 
انحراف 


تزع الصا 


differentiation 

partial differentiation 
implicit differentiation 
logarithmic differentiation 
first principal differentiation 
degeneracy 

cylindrical polar coordinates 
abscissa 

proportionality 

inflexion 

inverse hyperbolic functions 
inverse trigonometric function 
cross product 

maxima and minima 
kinematics 

diffraction 

phase 

completing the square 
exponential 

trace of a matrix 


imaginary numbers 
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تقارب 
تقاطع 
تقريبات زوايا صغيرة 


Jj 


\AV 


scalars 
complex numbers 


constrained optimization 


factorization 
transformation 
similarity transform 
Fourier transformation 
superposition 

order of integration 
suffix notation 
matrix-vector notion 
mapping 

change of variables 
exact differentials 
convergence 

intercept 

small-angle approximations 


integration 
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VAA‏ نت المصطلحات 


تكامل ثلاثي 
تكامل خاص 
تكامل خطي 
تكامل سطحي 
تكامللات متعددة 
تكامللات محدودة 
تکاملات مضاعفة 
تلاف 


توازن 


توافقیات كروية 


ثابت التکامل 


جادبية کامنة 


triple integral 
particular integral 
line integral 
surface integrals 
multiple integrals 
definite integrals 
double integrals 
convolution 
equilibria 


spherical harmonics 


constant of integration 


gravitational potential 
Jacobian 


Gaussian 
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جبر المتجهات 
جبر المصفوفات 
جدور عدد 
جدور معادلة 
oer‏ 


جيوب التمام 
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۱۸۳۹ 


algebra of vectors 
algebra of matrices 
linear algebra 

roots of a number 
roots of an equation 
sines 


cosines 


volume 

limits of integral 

simple harmonic motion 
arithmetic 

trigonometry 
conservative field 


general solution 


contour map 


qo‏ \ ثبت المصطلحات 


ibs 


4a 


خوارزمیه نيوتن ورافسون 


دالة الخطأ 
دالة حاما 
date Alls‏ 
دالة حقيقية متمائلة 
دالة دلتا 

دالة ذاتية الارتباط 


داله زو حبه 


it 


دالة متممة 
داله مميرة 
FIE‏ 

درجات 

درجة كثيرة الحدود 
تال بسا 

دوال مخالفية 


دوال دورية 


straight line 
linearity 


Newton-Raphson algorithm 


error function 

Gamma function 

sine function 

real symmetric function 
delta-function 
auto-correlation function 
even function 
complimentary function 
eigenfunction 

circle 

degrees 

degree of polynomial 
Bessel function 
anti-symmetric functions 


periodic function 
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دوال زائدية 

دوال فردية 

دوال متعامدة 

دوال متعددة المتغيرات 
دوال متماثلة 

ديل تربيع 


ديناميكا الحرارة 


ذبذبة توافقية خامدة 


ذبذبة توافقية مشتقة 


زاوية 


۱۹۱ 


hyperbolic function 
odd functions 
orthogonal functions 
multi-valued functions 
symmetric functions 


del-squared 


thermodynamics 


damped harmonic oscillator 


driven harmonic oscillator 


radian 


graphs 


angle 


۱۹ ثبت المصطلحات 


زيادة 


شروط حدية (مقيدة) 


شكل تربیعی 
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increment 


amplitude 


boundary conditions 


quadratic form 


reduction formulae 


factor formulae 


double-angle formulae 


parametric form 


ضوارب لاجرانج 


ضوئيات (بصريات) 


طاقة كامنة 


۱۹۳ 


triple scalar product 
scalar product 
Lagrange multipliers 


optics 


potential energy 


tangent 


exponential imaginary number 
real numbers 
orthogonal 


co-factors 
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چ 1۹ ثبت المصطلحات 


قاعدة جيب التماح 
قاعدة خارج القسمة 
قاعدة لوبيتال 

قسمة أعداد مركبة 
فسمة متجهات 
قسمة مصفو فات 
قسمة مطولة 

قطع زائد 

قطع ناقص 
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Young's double slit 


separation of variables 


parabola 

cover up rule 

sine rule 

product rule 
Osborn's rule 
cosine rule 

quotient rule 
L'Hospital's rule 
division of complex numbers 
division of vectors 
division of matrices 
long division 


hyperbola 


ellipse 


كثيرة حدود 


شت امصطلحات ۵ ٩‏ ۱ 


conic section 
chain rules 
powers 
elgnvalues 


modulus 


polynomial 
sphere 


partial fractions 


Parseval's theorem 

De Moivre's theorem 
Pythagoras's theorem 
Leibnitz theorem 
arithmetic progression 
geometric progression 


slope vector 
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١١‏ ثبت المصطلحات 


متجه عمودی (ناظمی) 
متجه وحده 

متجهات 

متجهات آساس 
متجهات متعامدة 
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normal vector 
normalized vector 
unit vector 
vectors 

basis vector 
orthogonal vectors 
parallel vectors 
eignvectors 
Taylor series 
Fourier series 
Maclaurin’s series 
identities 

dummy variable 
average 

mean 

Pascal's triangle 
principle axis 
determinants 
Argand diagram 
conjugate 


dared 


3 r ts 
ثبت المصطلحات‎ 


مصفوفة دوران 
مصفوفة شاذة (ليس لها معكوس) 
مصفوفة صف (صفية) 


مصفوفة عمود (عمودية) 


معادلات آنبة 

معادلات تفاضلية 
معادلات تفاصلية جزئية 
معادلات تفاضلية عادية 


۱۹۷ 


total derivative 
adjoint 


matrices 


real symmetric matrix 


rotation matrix 
singular matrix 
row matrix 
column matrix 
orthogonal matrix 
diagonal matrix 
symmetric matrix 
identity matrix 
square matrix 
grad-grad matrix 
Hermitian matrix 
unit matrix 


factorial 


simultaneous equations 
differential equations 
partial differential equations 


ordinary differential equations 
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۱۹۸ 


معادلات تفاضلة ALG‏ للفضز 
معادلات متجانسة 
معادلة الدر dm‏ الغانة 
معادلة الستقیم التجهة 
معادلة انتشار 

معادلة برئولی 

0555 8 

معادلةً خط 

معادلة غير مجان 
معادلة قيم عيزة 
معادلة لابلاس 

معادلة مساعدة 

معادلة عيرة 

معادلة موح 

معامل التکامل 
معکوس 

معکوس مویل فورییه 
معکوس مصفوفة 
معیار (Jab)‏ 
ores.‏ 
مقلوب متجهات 


ثبت المصطلحات 


separable differential equation 
homogenous equations 
quadratic equation 

vector equation of a line 
diffusion equation 
Bernoulli equation 
Poisson's equation 

linear equation 
inhomogeneous equation 
eignvalue equation 
Laplace's equation 
auxiliary equation 
characteristic equation 
wave equation 
integrating factor 

inverse 

inverse Fourier transform 
inverse matrix 
magnitude 

binomial expansion 


reciprocal vectors 
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۱۹۹ 


transpose 

normal modes 
differential operator 
Laplacian operator 
operators 

quantum mechanics 
gradient 


slope 


half-life 

radius of conversion 
oscillating system 

stationary points 

origin 

turning point 

saddle point 

exponential decay and growth 


limit 


الإحداثي السینی 
جبر المصفوفات 
جبر التجهات 


= wer 

زاویه 

دوال مخالفية 
مساحه 

bbe‏ أرجاند 
ازا ds ol}‏ 
calam‏ 
متتالية سا 
دالة ذاتية الارتباط 
معادلة مساعدة 
متوسط 


abscissa 

adjoint 

algebra of matrices 
algebra of vectors 
amplitude 

angle 

anti-symmetric functions 
area 

Argand diagram 
argument 

arithmetic 

arithmetic progression 
auto-correlation function 
auxiliary equation 


dverage 
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معادلة برئولی 
مفكوك ذو الحدين 


إحداثيات ديكارتية 
قو اعد السلسلة 
تغییر امتغی ات 
معادلة oof‏ 

6 plo 

عوامل مصاحبة 

مصفوفة عمود (عمودية) 
إبدالية 

اکمال اطربع 

أعداد مر LS‏ 


داله متممه 


basis vector 
Bernoulli equation 
Bessel function 
binomial expansion 


boundary conditions 


Cartesian coordinates 
chain rules 

change of variables 
characteristic equation 
circle 

co-factors 

column matrix 
commutivity 
completing the square 


complex numbers 


complimentary function 


إحداثيات 

قاعدة جيب التمام 

جيوب التمام 

قاعدة التغطية 

الضرب المتجه 

الإحداثيات القطبية الأسطوانية 


ذبذبة توافقية خامدة 
مبرهنه ديموفير 
تکاملات محدودة 
اضمحلال 

درجة كثيرة الحدود 


ثبت المصطلحات 


conic section 
conjugate 
conservative field 
constant of integration 
constrained optimization 
contour map 
convergence 
convolution 
coordinates 

cosine rule 

cosines 

cover up rule 

cross product 


cylindrical polar coordinates 


damped harmonic oscillator 
De Moivre's theorem 
definite integrals 
degeneracy 


degree of polynomial 
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yy ثبت المضطلحات‎ 
degrees درجات‎ 
del-squared ديل تربيع‎ 
delta-function دلتا‎ als 
determinants lois 
diagonal matrix مصفوفة قطرية‎ 
differential equations معادلات تفاضلية‎ 
differential operator مؤثر نما ضلي‎ 
differentiation اشتقاق‎ 
diffraction احراف‎ 
diffusion equation معادلة انتشار‎ 
direction ااه‎ 


قسمة آعداد فركبة 


division of complex numbers 


division of matrices قسمة مصموفات‎ 
division of vectors قسمه متجهات‎ 
double integrals تکاملات مضاعفة‎ 
double-angle formulae صعف الزاوية‎ Ane 


driven harmonic oscillator ذبدبة 95 )4.28 مشتقة‎ 


dummy variable cë LESI تغير‎ 


دالة عيزة eignfunction‏ 


اشتقاق من البادی .الا ساس 


oF‏ فوریبه 


ثبت الصطلحات 


eignvalue equation 
eignvalues 

eignvectors 

ellipse 

equilibria 

error function 

even function 

exact differentials 
exponential 

exponential decay and growth 


exponential imaginary number 


factor formulae 

factorial 

factorization 

first principle differentiation 
Fourier series 


Fourier transformation 
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cut‏ المصطلعيات 


نصف iLa‏ 
معاد لات متجانسة 
قطع زائد 


دوال زاندیه 


متطابقات 
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Gamma function 
Gaussian 

general solution 
geometric progression 
erad-grad matrix 
gradient 

graphs 


gravitational potential 


half-life 

Hermitian matrix 
homogenous equations 
hyperbola 


hyperbolic function 


identities 


معکوس 
معکوس حویل فو ریبه 
الدوال الز ائدية العكسة 


الدوال المثلشة العكسية 


جاكوبي 


الكاينماتيكا (علم الحركة اجردة) 


ثبت المصطلحات 


identity matrix 

imaginary numbers 
implicit differentiation 
increment 

inflexion 

inhomogeneous equation 
integrating factor 
integration 

intercept 

inverse 

inverse Fourier transform 
inverse hyperbolic functions 
inverse matrix 


inverse trigonometric function 


Jacobian 


kinematics 


https://maktbah.net 


مساسلة yy pla‏ 
معيار (طول) 


Lagrange multipliers 
Laplace's equation 
Laplacian operator 
Leibnitz theorem 
L'Hospital's rule 
limit 

limits of integral 
line integral 

linear algebra 

linear equation 
linear independence 


linearity 


logarithmic differentiation 


logarithms 


long division 


Maclaurin's series 


magnitude 


۳۰۸ 


(Ils) تطبيق‎ 

OL مصفو‎ 

ترمیز مصفوفي للمتجهات 
القیم العظمی والصغری 
متوسط 

قيمة مطلقة (قیاسیة) 
تكامالات متعددة 

دوال متعددة المتغيرات 


خوارزمية نيوتن ورافسون 
متجه عمودي (ناظمی) 


قراس 


دوال فردية 

مؤثرات 

ضوئيات (بصريات) 
ترثيب التکامل 
معادلات تفاصّلية عادية 
نقطة الأصل 


له a‏ 
السا 


المصطلحات 


mapping 

matrices 
matrix-vector notion 
maxima and minima 
mean 

modulus 

multiple integrals 


multi-valued functions 


Newton-Raphson algorithm 
normal modes 
normal vector 


normalized vector 


odd functions 

operators 

optics 

order of integration 

ordinary differential equations 


origin 
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ثبت المضطلحات 


«| z+ 


مبرهنة بارسفال 
معادلات تفاصلية جزثئية 
اشتقاق جزئی 

مثلث باسکال 

دوال دورية 

del‏ زاوية 

معادلة بواسون 


احدائیات قطبية 


۳ 
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56 


orthogonal 
orthogonal functions 
orthogonal matrix 
orthogonal vectors 
Osborn's rule 


oscillating system 


parabola 


parallel vectors 
parametric form 
Parseval's theorem 
partial differential equations 
partial differentiation 
partial fractions 
particular integral 
Pascal's triangle 
periodic function 
phase 

Poisson's equation 


polar coordinates 


"١‏ نت المصطلحات 


ميكانيكا الكم 
sels‏ خارج القسمة 
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polynomial 

potential energy 
powers 

principal axis 
probability 

product rule 
projection of vectors 
proportionality 


Pythagoras's theorem 


quadratic equation 
quadratic form 
quantum mechanics 


quotient rule 


radian 


radius of conversion 
real numbers 


real symmetric function 


نقطة سرجية 

ضرب قياسي 

آعداد قباسبة 

معادلات تفاضلية قابلة للفصل 
فصل التغیرات 

تحويل التشابه 

حركة توافقية بسيطة 

معادلات انية 

دالة اليب 

قاعدة اخیب 


a 


مصفوفة شادة (ليس لبا معكوس) 


TYI 


real symmetric matrix 


reciprocal vectors 
reduction formulae 


roots of a number 
roots of an equation 
rotation matrix 


row matrix 


saddle point 

scalar product 

scalars 

separable differential equation 
separation of variables 
similarity transform 
simple harmonic motion 
simultaneous equations 
sine function 

sine rule 

sines 


singular matrix 
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لافنا ثبت المصطلحات 


ميل 

متجه الیل 

تقريبات زوایا صغيرة 
كرة 

توافقيات كروية 
إحداثيات قطبية كروية 
مصفوفة مربعة 

bla‏ حر جة 


slope 

slope vector 

small-angle approximations 
sphere 

spherical harmonics 
spherical polar coordinates 
Square matrix 

stationary points 

statistics 

straight line 

suffix notation 
superposition 

surface integrals 
symmetric functions 


symmetric matrix 


tangent 
Taylor series 
thermodynamics 


total derivative 
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ran 


trace of a matrix 
transformation 
transpose 
trigonometry 

triple integral 

triple scalar product 


turning point 


unit matrix 


unit vector 


vector equation of a line 
vectors 


volume 


Wave equation 


۱14 


iia‏ الصطلحات 


Young's double slit 
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احدائیات قطبية ۰۱۳۰ ۱۳۶ 
(حدائیات قطبية أسطوانية ۱۳۲ 
إحداثيات قطبية كروية ۱۳۰ 
استقطار ۱۰۱ 

اشتقاق حزتي ۷ ۱ 

اشتقاق عادي ۳۱ 

اشتقاق من البادی الاساسية ۳۱ 
کمال الربع ۱6 

الضرب الابحاهي ۸۲ AY‏ 
الضرب القياسي Ao‏ .4 
القيم و التحهات المميزة ۱۰۱ 


آعداد مر 4S‏ 1۷ 
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كشاف الموضوعاث 


تحليل ۰۲۹ ۱۱۷ 

حویل فورییه ۱۷۱ 
تذبذب توافقي بسيط ۱۵۱ 
تعییر ۱۷۲ 

تفاضل تام ۱۲۸ 
تقریبات بزاوية صغيرة 15 
تکامل ٤۷‏ 

تکامل بالأجزاء ۵ 
تکامل حطي ۱۲۳ 
تكامل متعدد ITA‏ 
تکاملات متعددة ۱۲۹ 


تمائل ۱۹ ۵ ۱۳ 


TAA 


حجم الدوران ی 
حساب معلقات YY‏ 


دالة decd‏ ۱5 
دالة جاوس ۱۸۲ 


Voy دلتا‎ ais 


دوال متجه ۸۰ ٩۲‏ 
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all ailis‏ ضوعات 


۲۹ التحلیل‎ dao 


ضارب لاجرانج ۱۱۸ 
م ا 
CRESTA‏ ۵ ۸ ۰ 58 


عدة متغیر ات ‘AY‏ 


قاعدة الجيب ۰۳۰ ۸۷ 


YY زائد‎ ales 
۱ 4 قطع مكافئ‎ 
١ قطع ناقص‎ 


obs‏ الصا 


= 


EY ۰۱۲۵ کرة‎ 


کسور جزئية ۰٩‏ ۱۱ 


لو غاریتمات ۲ 


مبرهنة دعوفوار VE‏ 

متتالية حسابیة ۷ 

متتالية هندسية ۷ 

متجه الیل ۸۰ ۰۱۱۰ ۱۲۱ 
متجهات ۷۹ 

متسلسلة تایلور ۸۵4٩‏ ۱۲۰ 
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كشاف الموضوعات 1۷ 


WY اھا کلو رین‎ All ate 
۱۷۶ ۱۰۲۱ ۰۱۰۰ متعامدة‎ 
٩۷ حددات‎ 

14 آرجاند‎ bbe 

۱١۲ 2١١١ مربع ديل‎ 

۸۸۷ SAO مستويات‎ 

مصفو فات ۵ ٩‏ 

معادلات الدر جة الثانية é‏ 
معادلات انية o‏ 

معادلات تفاضلية ۱۵٩ ifi‏ 
معادلات تفاضلية dole‏ ۱۲۸ ۱۳۹ 
doles‏ الانتشار ۱۲۰۱ 

معادلة الدر جة الثالثة To‏ 
معادلة الموج ۱۱۳ 

۱ 2 ۵ Sy معادلة‎ 

معادلة شرو دینفر ۱۲۰۳ 
معادلة لابلاس ١١5‏ 

معامل التکامل ۱۳ 

معیار ۱۷ 

مفكوك ذو الحدين ۸٩‏ 
مقلوب متجهات ۲ ٩‏ 


\oo + تفاضلي‎ pe 


۳۸ كشاف الموضوعات 


نصف الحياة ۱۳۲ 


نقاط حرحة ifa‏ ۰ ۱ ۱ 
bes‏ احلال 1١‏ ۱۲۵ 
شايات ۲۳ 


يوتن ورافسون 1۵ ۱۱۹ 
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